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ПРЕДИСЛОВИЕ  

Микросистемная техника является новой, активно развиваю-
щейся областью техники, первоначально возникшей на стыке мик-
роэлектроники, микромеханики и микрооптики. Ее роль в эконо-
мике высокоразвитых стран непрерывно возрастает, а уровень и 
масштаб исследований служат безошибочным показателем разви-
тия страны. Стремительно увеличиваются мировой объем научных 
публикаций и число монографий и учебников по микросистемной 
технике. 

Междисциплинарный характер микросистемной техники дела-
ет принципиально важным подробное описание физических про-
цессов, происходящих в ее элементах, с корректным учетом осо-
бенностей технологии изготовления. Именно эти процессы 
определяют метрологические характеристики и служат основой 
для проектирования микросистем. Между тем большинство напи-
санных в Европе и США монографий и учебников, например [1–7], 
акцентируют внимание на общем описании элементов конструк-
ции микросистем и особенностях технологии изготовления. Отчас-
ти это связано с новизной технического направления и, как следст-
вие, необходимостью разъяснять потребителям само понятие 
микросистемной техники. 

Настоящая книга предназначена для лиц, специализирующихся 
в создании микросистемной техники, для которых важны количе-
ственное описание характеристик и наличие эффективных числен-
ных моделей. Основное внимание в ней уделено количественному 
описанию физических процессов в элементах микросистем. В пер-
вом томе книги рассмотрены сенсоры давления на тензорезистив-
ном и емкостном эффекте, а также актюаторы с электростатиче-
ским управлением. Выбор обусловлен прежде всего широтой их 
практического применения. 

В первой главе рассмотрены особенности технологии микро-
систем и ее связь с микроэлектронной технологией. 
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Во второй главе даны основные понятия и приведены важней-
шие уравнения теории упругости анизотропного твердого тела, 
необходимые для описания напряжений и деформаций в микроме-
ханических системах. 

В третьей главе анализируются с применением вариационного 
подхода механические напряжения и деформации упругих элемен-
тов сенсоров давления и актюаторов с электростатическим управ-
лением.  

В четвертой главе рассмотрен тензорезистивный эффект в 
кремнии n- и p-типов. Особое внимание уделено влиянию темпера-
туры и степени легирования на электропроводность кремния. Опи-
саны гальвано- и термоэлектрические эффекты в деформирован-
ном кремнии p-типа. 

Пятая глава посвящена физическим вопросам проектирования 
сенсоров давления на тензорезистивном эффекте как монокристал-
лического, так и поликристаллического кремния. Особое внимание 
уделено вопросам проектирования сенсоров на сдвиговом тензоре-
зистивном эффекте. 

В шестой главе даны примеры типичных элементов микросис-
темной техники и приведены некоторые характеристики. 

Представленный том является первым в серии учебных посо-
бий «Физика микросистем». Второй том посвящен физике сенсо-
ров излучения, специальным вопросам теории сенсоров механиче-
ских величин и тепловым сенсорам.  

Книга может быть полезна научным работникам, инженерам, 
аспирантам и студентам старших курсов, занимающимся микро-
системной техникой. 
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ВВЕДЕНИЕ 

Список выдающихся достижений XX века будет неполным, если 
в него не внести новое направление техники, которое получило в 
американской литературе название «микроэлектромеханические 
системы» (MEMS), в европейской – «микросистемные технологии» 
(MST), а в японской – «микромашины». У истоков нового направ-
ления находились технология интегральных микросхем и материа-
ловедение полупроводниковых, металлических и диэлектрических 
структур, а первоначальные исследования проводились еще в 50-е 
годы прошлого столетия. Именно тогда исследователи стали осоз-
навать, что из кремния могут быть изготовлены не только диоды и 
транзисторы, но и качественно иные приборы, которые могут вос-
принимать и обрабатывать информацию и осуществлять функции 
управления. При этом характеристические размеры структур будут 
составлять десятки или сотни микрон, а технология изготовления – 
иметь групповой характер, т. е. допускать одновременное изготов-
ление многих структур, что значительно уменьшает их стоимость. 
С течением времени перечень новых типов приборов и области их 
применения неуклонно расширялись, и сегодня в него входят раз-
нообразные сенсоры, оптические ключи, проекционные дисплеи, 
устройства для контроля состояния среды, медицинской диагно-
стики и мониторинга, микромашины и микророботы и многое дру-
гое. 

В американской литературе аббревиатура MEMS обозначает 
микроструктуры, полученные с применением технологии инте-
гральных схем (микротехнологий), но которые не являются ни 
чисто электронными, ни оптоэлектронными. Одно из определений 
характеризует MEMS как «способ производства устройств» [1]. 
Здесь ясно подчеркнута ведущая роль технологии изготовления в 
создании микромеханических структур. Однако это название, на 
наш взгляд, не совсем удачное, поскольку многие микросистемы 
не являются механическими в обычном смысле. В данной книге 
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мы будем пользоваться термином «микросистемные технологии» 
(МСТ) как более общим и точным, учитывая, что для изготовления 
микросистем (МС) в настоящее время применяют не только техно-
логии интегральных схем, но и другие технологии, созданные спе-
циально для микросистемной техники. 

Микросистемные технологии имеют, по крайней мере, три 
главные особенности. 

Это технологии массового производства все более сложных 
приборов и устройств, обеспечивающие повышение надежности и 
относительное снижение стоимости. 

Это междисциплинарные технологии, которые позволяют объ-
единить в одном приборе ранее не связанные технологии, относя-
щиеся, например, к микроэлектронике и механике или микроэлек-
тронике и химии и т.д. 

И, наконец, это технологии, которые обеспечивают производ-
ство систем и структур с характеристическими размерами порядка 
микрона и которые никакими другими существовавшими до сих 
пор методами не сделаешь. 

Понятия «микросистемные технологии» и «микросистемы» 
иногда объединяют общим выражением «микросистемная техни-
ка» (микросистемотехника). Согласно [2], микросистемотехника 
охватывает проектирование, изготовление и применение миниа-
тюрных технических систем, элементы и компоненты которых 
имеют характеристические размеры, лежащие в микро- или нано-
метровом диапазоне. В микросистемах можно выделить ряд ком-
понентов, которые, в свою очередь, состоят из элементов, отли-
чающихся функциональным назначением или формой. 

В качестве примеров реализации микросистем можно привести 
системы управления воздушными мешками безопасности автомо-
билей, микромоторы, световые модуляторы, микроанализаторы 
химического состава. Указанные системы включают различные 
компоненты – сенсоры, актюаторы, процессоры, электронные це-
пи. В компонентах микросистем можно выделить элементы, отли-
чающиеся формой (упругие элементы балочного или мембранного 
типа, микроканалы для протекания жидкости или газа, микросопла 
и др.) или функциональным назначением (тензорезисторы, нагре-
вательные резисторы, металлическая разводка и т.д). Элементы 
микросистем имеют характеристические размеры от десятков мик-
рон до единиц миллиметров. Существует ярко выраженная тен-
денция дальнейшего уменьшения размеров и перехода в субмик-
ронный и нанометровый диапазон. 
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1. ГЛАВНЫЕ ЭТАПЫ РАЗВИТИЯ МИКРОСИСТЕМНОЙ 

ТЕХНИКИ И ТЕНДЕНЦИИ РЫНКА 

Начало работ по микросистемам обычно относят к 1948 году, ко-
гда был изобретен транзистор. Этим подчеркивается выдающаяся 
роль полупроводникового материаловедения и приборостроения в 
развитии техники. Реально начало эры микросистем и микросистем-
ных технологий следует отнести к 1954 году, когда C.S. Smith открыл 
гигантский эффект пьезосопротивления в германии и кремнии, что 
послужило толчком к созданию сенсоров механических величин с 
применением полупроводниковых материалов. В табл. 0.1 приведены 
важнейшие этапы истории развития микросистем [2]. 

 
Т а б л и ц а  0.1 

Главные этапы развития микросистемной техники 

Год Основные результаты 

1948 Изобретение транзистора (J. Berdeen, W.H. Brattain, W. Shockley) 

1954 Открытие пьезорезистивного эффекта в германии и кремнии  
(C.S. Smith) 

1958 Изготовление первой интегральной схемы (J.S. Kilby) 

1962 Кремниевый интегральный тензопреобразователь (O.N. Tufte,  
P.W. Chapmen, D. Long) 

1965 Изобретение поверхностной микромеханики: резонансный полевой 
транзистор, чувствительный к ускорению (H.C. Natanson, R.A. Wick-
strom) 

1976 Глубокое анизотропное травление в кремнии (H.A. Waggener et al., 
K.M. Finne, D.L. Klein) 

1968 Открытие электростатического соединения (D.I. Pomerantz) 

1973 Объединение интегрального тензопреобразователя и транзисторного 
усилителя на одном кристалле (Fa. Integrated Transducer) 

1977 Первый емкостной акселерометр (Stanford University) 

1979 Первая микросистема на кремниевой шайбе: газовый хроматограф 
(S.C. Terry, J.H. Germon, J.B. Angell) 

1985 Развитие LIGA-технологии (W.Ehrfeld et al.) 

1986 Метод прямого соединения кремниевых пластин (M.Shimbo et al.) 

1992 Поверхностная микромеханика SCREAM-Prozess (N.C. Mac-Donald, 
Cornell University) 

1993 Проекционный дисплей (Fa. Texas Instruments) 

1994 Запатентовано глубокое реактивное ионное травление 

1995 Быстрое развитие Bio-MEMS 

2000 Широкое применение оптических MEMS 
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В истории развития микросистем можно выделить несколько 
периодов, которые отличаются применяемой технологией изготов-
ления. Первый период (до 1962 года) характеризовался широким 
применением стандартных механических операций для формо-
образования полупроводниковых структур и индивидуальной ра-
ботой с последними. Типичное изделие этого периода – приклеи-
ваемый кремниевый тензорезистор. 

Второй период (с 1962 по 1970-е годы) отличается применени-
ем технологии интегральных схем для формирования элементов 
электрических схем сенсоров давления или ускорений. Отсчет 
времени ведется с публикации O.N. Tufte, P.W. Chapmen, D. Long 
(см. табл. 0.1) о создании сенсора давления с интегральными тен-
зорезисторами и упругим элементом в виде плоской круглой крем-
ниевой диафрагмы. 

Для третьего периода (с 1970-х по 1980-е годы) характерно при-
менение технологии анизотропного травления кремния для создания 
трехмерных структур, в первую очередь упругих элементов сенсо-
ров давления. Эта технология допускала групповое изготовление 
структур, что приводило к уменьшению стоимости  сенсоров. 

Четвертый период (с 1980 года и по настоящее время) опреде-

ляется интенсивным использованием разнообразных технологий 
формирования трехмерных структур, размещением электронных 
схем обработки сигнала на одном чипе с сенсорными или управ-
ляющими элементами, созданием реальных микросистем. 

Из данных, приведенных в табл. 0.1, видна главная особен-
ность развития микросистем – постоянное расширение областей их 
применения. До 2000 года основной объем продаж приходился на 
сенсоры давления, инерциальные сенсоры (акселерометры) и мик-
роинжекторы принтеров. Вначале двадцать первого столетия наи-
более динамично развивающиеся секторы рынка связаны с теле-
коммуникациями, оптическими микросистемами и дисплеями 
высокого разрешения. 

Состояние рынка микросистем и тенденции его развития явля-
ются предметом анализа ряда исследовательских центров. Их про-
гнозы хорошо согласуются с общей оценкой перспектив развития 
микросистемной техники, но заметно расходятся в количественной 
оценке. По большей части это связано с различным смыслом, 
вкладываемым в понятие «микросистема». На рис. 0.1 представле-
ны результаты исследований NEXUS (the Network of Exelence in 
Multifunctional Microsystem) по оценке рынка микросистем до 
2005 года [3]. Ожидается, что общий объем продаж микросистем в 
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2005 году составит 65 млрд долларов, а к 2010 году – 
200 млрд долларов. В период с 1996 по 2002 годы среднегодовой 
прирост продаж микросистем составил 18 % в год, а по микросис-
темным компонентам еще больше – 25 % в год. 
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Рис. 0.1. Мировой рынок микросистемных технологий 
 

Расширение активности в области создания микросистем подтвер-
ждается и стремительным ростом числа патентов. Патенты являются 
чувствительным барометром научной активности в деле создания новых 
видов продукции, осваеваемых промышленностью. На рис. 0.2 приведе-
ны данные, отражающие динамику патентной активности на современ-
ном этапе развития микросистемной техники [4]. 
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Рис. 0.2. Мировая патентная активность в области 
микросистемных технологий 
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Приведем некоторые примеры настоящих и будущих примене-
ний микросистем: 

 системы, обеспечивающие навигацию транспортных средств, 
управляемое шасси автомобилей, противоударные системы; 

 контроль работы двигателей внутреннего сгорания; 

 инвазивные и неинвазивные биомедицинские сенсоры; 

 медицинский мониторинг состояния пациента; 

 системы дозированного введения лекарств (инсулин, аналь-
гетики); 

 компоненты оптики в телекоммуникациях; 

 системы электромеханической обработки сигналов; 

 проекционные дисплеи, системы с адаптивной оптикой; 

 системы управления активными (перестраевыми) поверх-
ностями аэродинамических аппаратов; 

 инерциальные системы персональной навигации; 

 дисплейные системы ночного видения; 

 микроминиатюрные системы для обнаружения биологи-
ческой, химической или ядерной опасности; 

 системы хранения данных; 

 квантовые компьютеры. 
В табл. 0.2 приведены данные по объемам выпуска и продаж 

компонентов микросистемной техники на 1996 и 2002 годы. 
 

Т а б л и ц а  0.2 

Мировой рынок изделий микросистемной техники, млн долларов США 

Тип изделий  
1996 год 

Число изде-
лий, млн шт. 

Стоимость, 
$ 

2002 год 
Число изделий, 

млн шт. 

Стои-
мость, $ 

Системы введения ле-
карств 1 10 1000 1000 

Оптические ключи 1 50 40 1000 

Лаборатория на чипе 0 0 100 1000 

Магнитооптические 
головки 0.01 1 100 500 

Проекционные  
микрозеркала 0.1 10 1 300 

Индуктивности на чипе 20 10 600 100 

Микромоторы 0.1 5 2 80 

Сенсоры противоудар-
ных систем автомобилей  0.01 0.5 2 20 

Инжекционные сопла 10 10 30 30 

Электронные «носы» 0.001 0.1 0.05 5 
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Представленные в табл. 0.2 данные демонстрируют широкие 
возможности применения микросистемной техники. Учитывая вы-
сокие темпы развития, можно ожидать, что в ближайшем будущем 
микросистемная техника будет оказывать все большее влияние на 
повседневную жизнь человека. 

2. ОСОБЕННОСТИ МИКРОСИСТЕМНОЙ ТЕХНИКИ  

На первый взгляд кажется, что движущая сила в развитии микро-
системной техники та же, как и для интегральных схем: возможность 
применения групповых процессов при изготовлении МС. Это позво-
ляет производить микросистемы в больших количествах при относи-
тельно небольшой стоимости и высокой надежности. В действитель-
ности аналогия между интегральными схемами и компонентами 
микросистемной техники или микросистемами весьма неполная и 
имеются существенные отличия между традиционной микроэлектро-
никой и микросистемами (табл. 0.3) [2]. Поэтому в качестве движу-
щих мотивов разработки и применения микросистем также выступа-
ют: а) сложность или невозможность решить поставленную задачу 
другими методами; б) возможность получения новых свойств в струк-
турах, имеющих качественно меньшие характеристические размеры и 
созданных на основе новых материалов и технологий. 

Реальная причина отличий между микроэлектроникой и мик-
росистемной техникой кроется в гораздо большем разнообразии 
последней. И хотя микросистемная технология базируется на 
кремниевой интегральной технологии, большое разнообразие ком-
понентов микросистем делает технологию их изготовления и более 
сложной, и более разнообразной, что приводит к не столь простой,  

 
Т а б л и ц а  0.3 

Характеристики элементов микроэлектроники и микросистемной техники 

Критерий Микроэлектроника 
Микросистемная 

техника 

Компоненты Стандартизированы Чрезвычайно разнообразны 

Степень интеграции 5 710 ...10  
2 510 ...10  

Применение Электроника Механика, оптика,  
гидродинамика и т.д. 

Размерность структур Двумерные Трехмерные 

Методы проектирования Автоматизированы Низкая степень автоматизации 
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как в микроэлектронике, структуре ценообразования. Для боль-
шинства микросенсоров сборка и испытания являются наиболее 
ответственными этапами изготовления, которые составляют до 
75 % окончательной стоимости приборов. В обычной (интеграль-
ной) электронике также присутствуют операции сборки и испыта-
ний, но они просты, коротки и дешевы. Относительно быстро 
можно произвести испытания акселерометров, используя, напри-
мер, технику ударного воздействия. Однако для сенсоров давле-
ния, химических сенсоров или расходомеров быстрые измерения 
выполнить сложно или невозможно. Для сенсоров процедура ис-
пытаний должна обеспечивать метрологическую аттестацию на 
класс точности, что является значительно более трудоемким де-
лом, чем разбраковка интегральных схем по требованиям техниче-
ских условий. 

Уменьшение размеров элементов интегральных схем является 
генеральной линией их развития, обеспечивающей в конечном итоге 
снижение стоимости. В микросистемной технике переход к микрон-
ным, а далее – к субмикронным и наноэлектронным размерам влия-
ет по-разному на характеристики систем: иногда их улучшает, а ино-
гда и ухудшает. Кроме того, размеры некоторых компонентов 
микросистем плохо поддаются уменьшению  (например, источников 
питания, газовых систем, обеспечивающих вакуум, отдельных эле-
ментов общей конструкции и т.д.). В результате некоторые микро-
системы имеют характеристические размеры порядка сантиметра, в 
то время как их компоненты – сотни микрон. 

Перечисленные особенности микросистем приводят к тому, что 
еще на этапе формирования проекта необходимо ответить на не-
сколько принципиальных вопросов и решить ряд задач [5]: 

1. Является предполагаемая разработка коммерческой или на-
учно-исследовательской? 

2. Определиться с физическими принципами действия МС, вклю-
чая рациональный выбор геометрических размеров компонентов и 
системы. 

3. Сравнить достоинства и недостатки макроскопического и 
микросистемного вариантов изготовления системы. 

4. Получить хорошее представление о имеющемся опыте при-
менения МСТ для решения аналогичной задачи. 

5. Выяснить потенциальную необходимость помещения обра-
батывающей электроники на чип сенсора или актюатора. 

6. Спроектировать разумный, не слишком сложный и не слиш-
ком дорогой, процесс изготовления. 



Введение 15 

7. Выбрать рациональный способ сборки микросистемы. 
8. Выбрать, учитывая потребности рынка, метод тестирова-

ния, которому могут подвергаться все 100 % изделий. 
9. Оценить итоговую стоимость прибора. 

10. Рассмотреть возможности дальнейшего улучшения характе-
ристик прибора, его стоимости, конструктивного оформления. 

11. После этого принять решение: стоит ли игра свеч? 
В этом стандартном перечне вопросов для разработчика важней-

шую роль играют особенности рынка, для которого создается микро-
система. Успешное применение методов микросистемной технологии 
будет в первую очередь там, где объем рынка велик. Сейчас это автомо-
бильная промышленность и телекоммуникации. Успешность примене-
ния микросистемной техники в этих секторах рынка определяется уни-
кальными свойствами созданных компонентов МС и возможностями 
снижения их стоимости. 

В последнее десятилетие оказался чрезвычайно перспективен быст-
ро растущий сектор рынка, связанный с контролем за состоянием окру-
жающей среды и обеспечением жизнедеятельности человека. Здесь 
применение микросистемных технологий приводит к особенно впечат-
ляющим результатам и, кроме того, имеет мало конкурентов. Создавае-
мые для этого сектора рынка компоненты дороги, но их появление, по-
существу, сформировало рынок, который активно развивается. 

3. О СТРУКТУРЕ КНИГИ 

Данная книга является первой частью серии изданий, посвященн-
ных физическим процессам в компонентах и элементах микросистем. 
Перечень вопросов, которые предполагается рассмотреть, соответст-
вует стандартной структуре микросистемы, представленной на 
рис. 0.3. 

 

Сенсоры Микромеханика

Микроэлектроника
Коррекция и обработка

сигналов

Микросистемы

 
 

Рис. 0.3. Структура микросистемы 
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Для сохранения разумного объема издания основное внимание 
в данном томе уделено элементам микросистем. 

Главы 1 и 6 носят обзорный характер и знакомят читателя с 
элементами технологии микроэлектроники и микромеханики, а 
также компонентами микросистемной техники. Тем, кого интере-
сует количественная сторона описания процессов в элементах мик-
росистем, эти главы можно опустить и начинать чтение с главы 2, 
являющейся введением в теорию упругости анизотропных сред. 

Главы 3–5 образуют ядро книги, в котором глава 3 целиком по-
священа микромеханике, а 4–5 – сенсорам на тензорезистивном 
эффекте. 

Применение численных методов при анализе элементов микро-
систем описано во втором томе. 
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ОСНОВНЫЕ ЭТАПЫ ТЕХНОЛОГИИ  
СОЗДАНИЯ КРЕМНИЕВЫХ МИКРОСИСТЕМ 

В микросистемной технике технология создания кремниевых 
интегральных схем играет роль фундамента. Разнообразие облас-
тей применения и требований к микросистемам добавило в эту 
технологию много нового, имеющего зачастую принципиальный 
характер. В результате сформировалась особая микросистемная 
технология, ориентированная на создание изделий, удовлетворяю-
щих таким требованиям, которые никогда не ставились при изго-
товлении интегральных схем. В микросистемной технологии,  
например, повышенное внимание уделяется трехмерному формо-
образованию различных компонентов, вопросам сборки сенсоров, 
актюаторов или микросистем, контролю геометрических размеров, 
положения и т.д. Обширность и разнообразие применения микро-
систем и их компонентов привели к широкому использованию при 
их производстве разнообразных материалов помимо традиционно-
го кремния и алюминия. Сформировалась LIGA-технология, кото-
рая позволяет создавать микрокомпоненты без использования 
кремния. И все-таки кремний является основным технологическим 
и конструктивным материалом микросистемной техники. 

Микросистемная технология накладывает свой отпечаток на 
особенности конструкций компонентов и протекающие в них про-
цессы и в конечном итоге на все характеристики. Поэтому анализ 
физических явлений в микросистемах, проектирование микросис-
тем, их математическое моделирование должны учитывать особен-
ности технологии изготовления.  

В настоящей главе рассматриваются основные этапы микро-
системных технологий. В первой части описаны те, которые имеют 
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много общего со стандартными технологическими процессами, 
применяемыми для производства интегральных схем. 

Во второй части этой главы анализируются некоторые пробле-
мы технологии изготовления, которые не типичны либо вообще  не 
применяются в стандартной микроэлектронной технологии при 
производстве интегральных схем. Области применения микросис-
темной технологии весьма широка, и иллюстрацию отдельных 
технологических этапов изготовления проведем на примере сенсо-
ров давления. Именно по таким сенсорам к настоящему времени 
накоплен больший опыт применения микросистемных технологий. 

1.1. ПРИМЕНЕНИЕ КРЕМНИЯ  
В МИКРОСИСТЕМНОЙ ТЕХНИКЕ 

В течение многих лет конструирование и производство сенсо-
ров базировались на технологиях машиностроения и точной меха-
ники. Эти технологии, будучи достаточно гибкими и отработан-
ными, давали разработчикам аппаратуры большую свободу в 
выборе принципов действия и вариантов конструкции сенсоров. 
Книги, описывающие принципы действия, устройства и характери-
стики сенсоров, стали напоминать энциклопедии. Как правило, ка-
ждой конструкции соответствовала своя технология изготовления 
сенсора, причем довольно часто отдельные этапы технологическо-
го маршрута изготовления были производственным секретом. Все 
это привело к тому, что стоимость сенсоров резко возросла по 
сравнению со стоимостью компонентов электронных схем. Эта 
разница становилась все заметнее по мере ужесточения требований 
к точности измерений. 

Между тем в микроэлектронике – этом важнейшем секторе элек-
троники, определяющем в значительной мере прогресс техники в 
целом, – ситуация оказалась противоположной. При возрастающей 
сложности электрических схем их относительная стоимость неук-
лонно падала. Это произошло благодаря применению кремния как 
основного материала для производства электронных схем и исполь-
зованию специальной микроэлектронной технологии. 

В середине 60-х годов стала ясна перспективность микроэлек-
тронной технологии и для производства сенсоров. Впервые новые 
технологии производства были успешно применены при создании 
сенсоров давлений и ускорений. В 1974 году появился каталог 
фирмы National Semiconductor (USA), в котором описывались ха-
рактеристики выпускаемых промышленных сенсоров [1]. Посте-
пенно новые технологии производства, основанные на достижени-
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ях микроэлектроники, нашли применение при создании магнит-
ных, термических и химических сенсоров. 

В 80-х годах появились первые сообщения о разработке микро-
электронных сенсоров радиоактивного излучения [2]. В 1982 году 
вышла большая обзорная статья К. Петерсона [3], которая обобщи-
ла применение микроэлектронной технологии в производстве сен-
соров и наметила перспективы ее дальнейшего развития. 

В настоящее время темпы роста объемов производства сен-
соров, изготавливаемых по микроэлектронной технологии, превос-
ходят темпы роста производства обычных интегральных схем. В 
значительной мере это явилось следствием существенного сокра-
щения трудозатрат на производство одного сенсора и уменьшения 
его стоимости. 

Появление новых технологий изготовления сенсоров оказало 
решающее влияние на их конструкции и выбор материалов. Эти 
конструкции и материалы должны быть прежде всего совместимы 
с микроэлектронной технологией производства чувствительных 
кремниевых элементов. В технологии производства сенсоров раз-
личных физических величин оказалось много общих операций и 
приемов, что, хотя и не привело к созданию универсальной техно-
логии изготовления, значительно уменьшило трудоемкость изго-
товления и стоимость сенсоров. 

Учитывая исключительную роль кремния как материала для 
микросистем, необходимо остановиться на его свойствах и харак-
теристиках подробнее. 

В настоящее время и в обозримом будущем кремний останется 
основным материалом микроэлектроники. Это объясняется рядом 
его уникальных физических и химических свойств [3]. 

Кремний как исходный материал доступен и дешев, а техноло-
гия получения, очистки, обработки и легирования хорошо разрабо-
тана, что обеспечивает высокую степень кристаллографического 
совершенства изготавливаемых структур. Необходимо специально 
подчеркнуть, что по этому показателю кремний намного превосхо-
дит сталь. 

Кремний обладает хорошими механическими свойствами. По 
значению модуля Юнга кремний приближается к нержавеющей 
стали и намного превосходит кварц и различные стекла. По твер-
дости кремний близок к кварцу и почти вдвое превосходит железо. 
Монокристаллы кремния имеют предел текучести, который в три 
раза больше, чем у нержавеющей стали. Однако при деформации 
он разрушается без видимых изменений размеров, тогда как метал-
лы обычно претерпевают пластическую деформацию. Причины 
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разрушения кремния связаны со структурными дефектами кри-
сталлической решетки, в основном расположенными на поверхно-
сти монокристаллов кремния. Полупроводниковая промышлен-
ность успешно решает проблему высококачественной обработки 
поверхности кремния, так что зачастую кремниевые механические 
компоненты (например, упругие элементы в сенсорах давления) 
превосходят по прочности сталь. В табл. 1.1 указаны некоторые 
механические характеристики кремния и других материалов, при-
меняющихся в микросистемах. 

 

Т а б л и ц а 1.1 

Характеристики основных материалов электроники 

Материал 
Предел 

текучести, 
109 Па 

Твер-
дость, 
кг/мм2 

Модуль 
Юнга, 
1011 Па 

Плот-
ность, 
г/см3 

Теплопро-
водность, 

Вт/см2  С 

Коэффициент 
теплового  

расширения, 
10–6°С–1 

Si 7.0 850 1.9 2.3 1.57 2.33 

Сталь 
(высшей 
прочности) 

4.2 1500 2.1 7.9 0.97 12 

Нержаве-
ющая сталь 

2.1 660 2.0 7.9 0.329 17.3 

Al 0.17 130 0.7 2.7 2.36 25 

 
Микроэлектронная технология изготовления кремниевых при-

боров основана на применении тонких слоев, создаваемых ионной 
имплантацией или термической диффузией атомов легирующей 
примеси, что в сочетании с методами вакуумного осаждения ме-
таллов на кремниевую поверхность оказалось весьма удобно для 
целей миниатюризации изделий. 

Для воспроизведения размеров и форм структур кремниевых 
приборов используется метод фотолитографии, обеспечивающий 
высокую точность изготовления. 

Кремниевые микроэлектронные приборы изготавливаются по 
групповой технологии. Это означает, что все производственные 
процессы осуществляются для целой кремниевой пластины, кото-
рая содержит несколько сотен отдельных кристаллов – чипов. И 
только на последнем этапе изготовления пластина разделяется на 
кристаллы, которые далее используются при сборке отдельных 
приборов, что в итоге резко снижает их себестоимость. 

Для производства сенсоров особенно важна способность крем-
ния реагировать на различные виды воздействий: механические, 



1.2. Основные этапы кремниевой микросистемной технологии 21 

тепловые, магнитные, химические и электрические. Универсаль-
ность применения кремния способствует снижению стоимости 
сенсоров и унификации технологии их изготовления. 

Особо следует отметить высокие механические свойства крем-
ния. В отличие от поликристаллических металлов, кремний может 
многократно подвергаться воздействию механических напря-
жений, не проявляя эффекта усталости. Кремниевые структуры 
могут выдерживать давление свыше 350 МПа и ускорение до  
10

6
 м

2
/с

2
 [4]. 

Однако в сознании большинства людей сложилось представле-
ние о кремнии как о весьма хрупком материале. Причина здесь в 
том, что под нагрузкой при комнатной температуре кремний лома-
ется, в то время как металлы претерпевают пластическую деформа-
цию. За поломку кремниевых структур отвечают дефекты на краях 
или поверхности пластин. Полирование полупроводниковых пла-
стин и химическая обработка резко повышают их прочность. Де-
формации, которые уверенно выдерживают кремниевые кристаллы, 

лежат в пределах 3 32 10 ...4 10 . Специальная обработка поверхно-
сти дает возможность повысить деформацию в 2-2.5 раза. 

Модуль Юнга и твердость у кремния близки к стали при мень-
шей (примерно в три раза) плотности. Открытие возможности пре-
цизионного профилирования с помощью химического травления 
привело к созданию микромеханики – направления микросистем-
ной техники, в котором кремний как конструкционный материал 
вытеснил сталь. При этом сохранены микроминиатюризация и 
возможность простого сопряжения с внешними электронными уст-
ройствами. Существенно, что создание трехмерных структур из 
кремния происходит без возникновения нарушенных слоев и по-
нижения его прочности. 

1.2. ОСНОВНЫЕ ЭТАПЫ КРЕМНИЕВОЙ  
МИКРОСИСТЕМНОЙ ТЕХНОЛОГИИ 

Рассмотрим этапы технологии, общие для производства инте-
гральных схем и микросистем. 

Для производства интегральных схем и компонентов кремние-
вых микросистем необходимы пластины монокристаллического 
кремния. Применение таких пластин является принципиальной 
особенностью микроэлектронной технологии, во многом предо-
пределившей ее дальнейшие успехи. В настоящее время полупро-
водниковая промышленность выпускает кремниевые пластины 
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диаметром от 76 до 300 мм, которым придана круглая форма. 
Имеется четко выраженная тенденция использования в производ-
стве пластин все большего диаметра, что связано с возможностью 
получения на них большого число интегральных схем или компо-
нентов микросистем. 

Для получения кремния исходным сырьем служит чистый пе-
сок (кварцит). Песок вместе с углеродом в виде угля, кокса и дре-
весных опилок загружается в электродуговую печь. При пропуска-
нии сильного тока в смеси происходят химические реакции, в 
результате которых образуется металлургический кремний со степе-
нью чистоты 98 %. Этот процесс весьма энергоемок, а образовав-
шийся кремний содержит много примесей и требует очистки, кото-
рая производится химическими методами. После нескольких этапов 
очистки получаются поликристаллические кремниевые слитки с не-
обходимой для дальнейшего производства степенью чистоты. Поли-
кристаллический кремний состоит из большого числа небольших 
кристаллов, имеющих хаотическую угловую ориентацию. 

Для производства интегральных схем и микросистем необхо-
дим монокристаллический кремний, т. е. такой, где атомы распо-
ложены строго периодично на больших расстояниях в пределах 
целого слитка, высота которого может достигать двух метров. 
Кроме того, монокристаллы кремния должны содержать малое ко-
личество примеси – не более одного атома примеси на 10

9
 атомов 

кремния. Поскольку исходным сырьем для монокристаллического 
кремния является кремний поликристаллический, получение по-
следнего с требуемой степенью чистоты – самостоятельная серьез-
ная техническая проблема. 

Обычно монокристаллический кремний в виде слитков боль-
ших размеров получают по методу Чохральского [5]. В этом мето-
де на первом этапе поликристаллический кремний расплавляется с 
помощью высокочастотного разогрева в инертном химическом 
тигле. В специальном держателе укрепляется затравка – неболь-
шой монокристалл кремния заданной кристаллографической ори-
ентации. На втором этапе кристалл-затравку приводят в соприкос-
новение с расплавом и затем медленно вытягивают. Атомы 
кремния из расплава начинают кристаллизоваться на вытягивае-
мом кристалле-затравке, повторяя его кристаллографическую 
структуру. Для улучшения качества выращиваемого монокристал-
ла держатель с затравкой вращается со скоростью несколько обо-
ротов в минуту. 

В качестве легирующей примеси для создания кремния с про-
водимостью p-типа обычно применяют бор, а если необходимо по-
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лучить проводимость n-типа, то добавляют фосфор. Примеси вво-
дятся в расплав в виде порошка. 

В некоторых случаях, например для сенсоров ядерного излуче-
ния, необходим особо чистый кремний. Для его получения исполь-
зуют метод зонной плавки. Слиток поликристаллического кремния 
устанавливают вертикально в специальном держателе, и тигель не 
требуется. С помощью высокочастотного разогрева в поликрем-
ниевом кристалле формируется зона расплава длиной около 1.5 см, 
которая первоначально соединяет низ кристалла-затравки и поли-
кремниевый слиток. Конструкция установки предусматривает 
управляемое перемещение жидкой зоны от кристалла-затравки к 
противоположному краю слитка. В процессе движения зоны про-
исходят рост монокристалла и одновременно его очистка, так как 
растворимость большинства примесей в жидкой зоне больше, чем 
в твердом теле. Жидкую зону, содержащую примеси, выводят на 
край слитка, после затвердевания эту часть слитка отрезают. Для 
повышения качества очистки жидкую зону можно провести через 
монокристаллы несколько раз. 

После выращивания слитка боковую поверхность монокри-
сталлического кремния обрабатывают механически, так чтобы 
диаметр слитков соответствовал установленному стандартом (на-
пример, 100 мм). Обязательный этап подготовки слитка – шлифов-
ка вдоль его образующей одного или нескольких базовых срезов. 
Базовые срезы указывают определенные кристаллографические 
направления на пластинах кремния, относительно которых ориен-
тируют фотошаблоны интегральных схем в процессе их производ-
ства. На пластинах кремния небольшого диаметра изготавливается 
один базовый срез, пластины большего диаметра имеют два среза 
(основной и дополнительный) для повышения точности размеще-
ния фотошаблонов. Для получения полупроводниковых пластин 
слиток кремния разрезают перпендикулярно к длинной оси. Пла-
стины шлифуют и полируют до 14-го класса чистоты. При произ-
водстве интегральных схем полируется только одна сторона пла-
стины, а для производства компонентов микросистемной техники 
зачастую необходимы двусторонне полированные пластины. К 
пластинам кремния предъявляются жесткие требования по точно-
сти их кристаллографической ориентации. Обе поверхности пла-
стины должны быть параллельны определенной плоскости элемен-
тарной ячейки кристалла кремния. На рис. 1.1 схематически 
показаны элементарная ячейка и обозначения важнейших кристал-
лографических плоскостей и направлений в кремнии, а в табл. 1.2 
приведены характерные размеры кремниевых пластин. 
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Рис. 1.1. Схематическое представление кристаллографиче-
ских плоскостей и важнейших направлений в кубической 
                                   элементарной ячейке 

 
 
На рис. 1.2 приведены важнейшие кристаллографические на-

правления базовых срезов пластин кремния, выпускаемых про-

мышленностью. (Ориентация срезов зависит от типа проводимости 

пластины и ее кристаллографической ориентации.) 

 
 

Т а б л и ц а 1.2 

Геометрические параметры кремниевых пластин диаметром 100 и 125 мм 

Диаметр подложки, мм 100 ± 1 125 ± 0,5 

Основной базовый срез, мм 30 ± 35 40 ± 45 

Дополнительный базовый срез, мм 16 ± 20 25 ± 30 

Толщина подложки, мм 0.5 ± 0.55 0.6 ± 0.65 

Неплоскостность, мкм 50 60 

Ориентация поверхности 
(100) ± 1° 
(111) ± 2° 

(100) ± 1° 
(111) ± 2° 
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Рис. 1.2. Маркировка кремниевых пластин с помощью базовых срезов 

1.2.1. КРЕМНИЕВЫЕ ПЛАСТИНЫ  
С ЭПИТАКСИАЛЬНЫМ СЛОЕМ 

В производстве интегральных схем и компонентов микросис-
тем широко применяются пластины с эпитаксиальными слоями, 
благодаря чему удается оптимизировать параметры элементов ин-
тегральных схем. В производстве чувствительных элементов сен-
соров механических величин сильнолегированные эпитаксиальные 
слои используются в качестве стоп-слоев для автоматической ос-
тановки процессов травления при глубоком профилировании ис-
ходных кремниевых пластин. 

Термин «эпитаксия» применяют для описания процессов вы-
ращивания тонких монокристаллических слоев вещества на моно-
кристаллической подложке. Подложка играет ту же роль, что и за-
травочный кристалл в методе Чохральского. Эпитаксиальные 
процессы проводятся при температурах ниже, чем температура 
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плавления кремния (1415 °С), что удобно в техническом отноше-
нии. В настоящее время применяют два метода получения эпитак-
сиальных слоев. Основной метод использует технологию осажде-
ния слоев кремния из парогазовой смеси. Другой метод, 
применение которого в последнее время интенсивно расширяет-
ся, – метод молекулярно-лучевой эпитаксии (МЛЭ). В этом методе 
эпитаксиальный слой формируется конденсацией в вакууме напы-
ляемых на подложку молекулярных пучков. 

Для выращивания эпитаксиального кремния из парогазовой 
смеси чаще всего применяется газообразный тетрахлорид кремния 
SiCl4. Тетрахлорид кремния в потоке газа-носителя (обычно это 
водород) доставляется в зону реактора, где находятся кремниевые 
подложки. Процесс проводится при температурах 900...1200 °С, 
когда происходит химическая реакция 

 4 2 ТВ газSiCl 2H Si 4HCl . 

Кремний, получающийся в результате этой реакции, ТВSi , осе-

дает на подложку и создает эпитаксиальный монокристаллический 
слой. Добавление к потоку водорода небольших количеств газооб-
разных примесей, содержащих легирующие элементы, например 
арсина AsH3 или диборана В2Н6, позволяет одновременно с ростом 
эпитаксиальной пленки проводить и ее легирование, создавая слои 
n- или p-типа проводимости. Типичные скорости роста эпитакси-
альных пленок из парогазовой смеси составляют от 0.5 до 
1.5 мкм/мин для диапазона температур 900...1250 °С. Обычно уро-
вень легирования эпитаксиальных слоев не превышает 1·10

17
 см

3
. 

Это соответствует уровню концентрации примеси в коллекторе 
транзистора при изготовлении его по биполярной технологии. 
Толщина эпитаксиальных слоев, как правило, обычно составляет 
2...5 мкм, хотя в отдельных случаях может достигать и 20 мкм. 

Основное преимущество метода молекулярно-лучевой эпитак-
сии перед эпитаксией из парогазовой смеси заключается в том, что 
процесс проводится при более низкой температуре. Температур-
ный диапазон МЛЭ лежит в пределах 400...800 °С. Снижение тем-
пературы процесса уменьшает диффузию примеси из подложки в 
растущий слой и позволяет создавать резкие границы между слоя-
ми. Другое преимущество метода молекулярно-лучевой эпитаксии 
состоит в высокой точности управления молекулярными пучками и 
процессом легирования в целом, что позволяет создавать сложные 
профили легирования в выращиваемых пленках. 

Основными недостатками метода МЛЭ, которые пока сдержи-
вают его применение, являются низкая скорость роста эпитакси-



1.2. Основные этапы кремниевой микросистемной технологии 27 

ального слоя (от 0.01 до 0.3 мкм/мин) и высокая стоимость уста-
новки эпитаксии. Тем не менее самые уникальные пленки и струк-
туры на этих пленках в настоящее время создаются методом МЛЭ, 
что, в частности, обусловливает интерес к этому методу и при про-
изводстве компонентов микросистемной техники. 

Кремниевые пластины с эпитаксиальными слоями или без них 
являются исходными технологическими единицами при производ-
стве интегральных схем и в микросистемной технологии. Даль-
нейший технологический процесс изготовления необходимых 
структур можно проводить двумя различными путями. 

1.2.2. ОСНОВНЫЕ ВАРИАНТЫ КРЕМНИЕВОЙ  
МИКРОЭЛЕКТРОННОЙ ТЕХНОЛОГИИ 

В настоящее время существуют два основных варианта техно-
логии кремниевых микроэлектронных приборов: биполярная и 
МДП (металл – диэлектрик – полупроводник). Названия техноло-
гий соответствуют двум различным схемам построения микроэлек-
тронных транзисторов. 

Поперечное сечение биполярного транзистора показано на 
рис. 1.3. Транзистор, представленный на этом рисунке, имеет 
эмиттер (вывод E) и коллектор n-типа проводимости (вывод С) и 
базу p-типа проводимости (контакт D). Два p-n-перехода эмиттер – 
база и коллектор – база в нормальном режиме включены: первый – 
в прямом направлении, а второй – в обратном. В результате элек-
троны инжектируются из сильно легированного эмиттера (символ 
n

+
)  в базу транзистора. Инжектированные из эмиттера электроны в  
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Рис. 1.3. Поперечное сечение биполярного n-p-n транзистора 
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базе не являются основными носителями и движутся благодаря 
диффузии по направлению к коллектору. 

Поскольку переход коллектор – база включен в обратном на-
правлении, неосновные носители-электроны затягиваются полем  
p-n-перехода в коллектор и определяют его ток Iсв. 

В процессе диффузионного движения через базу электрон мо-
жет повстречаться с дыркой и рекомбинировать, в результате чего 
исчезнут один электрон и одна дырка. Поскольку база транзистора 
электрически нейтральна, исчезновение дырки в результате реком-
бинации должно быть компенсировано током через базовый кон-
такт, что создает одну из составляющих базового тока. Две другие 
составляющие этого тока связаны с возможным переходом дырок в 
область эмиттера и инжекцией дырок из коллектора в базу. В хо-
рошо сконструированном транзисторе базовый ток составляет не 
более 1 % от тока эмиттера. Для обеспечения этого базу приходит-
ся делать достаточно тонкой, чтобы вероятность рекомбинации 
была возможно меньшей. Процессы диффузии электронов харак-
теризуются диффузионной длиной – расстоянием, на котором кон-
центрация инжектированных электронов в результате рекомбина-
ции уменьшается в е раз. Диффузионная длина L связана с 
коэффициентом D и временем диффузии t соотношением 

 L Dt . 

Для уменьшения рекомбинационных потерь размеры базы W 
должны удовлетворять соотношению 

 W << L. 

Исходные пластины для изготовления n-p-n транзисторов име-
ют подложку p-типа, на которой выращен эпитаксиальный слой 
слаболегированного n-кремния. Коллекторный p-n-переход обра-
зуется термической диффузией примеси p-типа, в качестве которой 
обычно используется бор. Эмиттерный переход формируется диф-
фузией примеси n-типа (обычно фосфор) в базовую область тран-
зистора. Для создания эффективно работающего эмиттера уровень 
его легирования должен быть достаточно высок. В качестве леги-
рующей примеси иногда применяется мышьяк. 

Области p+ (рис. 1.3) предназначены для изоляции транзисто-
ров друг от друга, а скрытый n+-слой – для улучшения частотных 
характеристик. Обычная область применения биполярной техноло-
гии – транзисторы высокоскоростной памяти и логические прибо-
ры. В настоящее время в чувствительных элементах сенсоров при-
меняется в основном биполярная технология. 
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Первые биполярные транзисторы с использованием термиче-
ской диффузии легирующей примеси были произведены в 
1959 году. Спустя год был создан вариант принципиально нового 
транзистора, получившего название МДП-транзистор. Схема тако-
го транзистора показана на рис. 1.4. В подложке, например p-типа, 
ионным легированием или термической диффузией примеси соз-
даются две области n-типа – сток и исток (контакты А и С). На 
тонком слое окисла между стоком и истоком располагается метал-
лический электрод-затвор (контакт В). Области стока и истока об-
разуют с подложкой два встречно включенных p-n-перехода. 

 
A B C
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+n+n

p–подложка

 
 

Рис. 1.4. Поперечное сечение n-канального МДП-транзистора 

 
Работа МДП-транзистора зависит от соотношения между на-

пряжениями на его электродах. Когда на затвор не подается на-
пряжение, ток между истоком и стоком будет мал и равен обрат-
ному току одного из двух p-n-переходов. Подача на электрод В 
положительного относительно подложки потенциала приводит к 
тому, что неосновные носители в подложке – электроны – будут 
аккумулироваться под затвором. 

Если положительное напряжение превосходит некоторую ха-
рактеристическую величину, называемую пороговым напряжени-
ем, под затвором электронов собирается больше, чем средняя кон-
центрация дырок в подложке p-типа, и возникает канал n-типа, 
который соединяет области истока и стока транзистора. На границе 
канала n-типа и подложки p-типа возникает p-n-переход, который 
существует до тех пор, пока на затворе имеется необходимый по-
ложительный потенциал. 

По аналогичной схеме можно построить транзисторы с каналом 
p-типа. В этом случае подложка должна иметь n-тип проводимо-
сти, а области истока и стока формируются термической диффузи-
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ей или ионной имплантацией примеси p-типа. На затворный элек-
трод должен подаваться отрицательный потенциал. 

Изменяя напряжение на затворе, можно эффективно управлять 
током, текущим в канале от истока к стоку. Описанная структура 
действует как твердотельный аналог вакуумного триода. 

Приведенные схемы построения транзисторов, несмотря на их 
отличие, имеют сходные технологические операции изготовления. 
Различаются только число этих операций, требования к уровню 
легирования и качеству используемых слоев. Технология изготов-
ления МДП-транзисторов проще и дешевле, чем биполярных. Од-
нако в МДП-технологии важнейшую роль играют качество подза-
творного диэлектрика и состояние поверхности полупроводника. 
На границе диэлектрик – полупроводник может накапливаться не-
подвижный заряд, прямо влияющий на характеристики транзисто-
ров. Эти проблемы являются предметом пристального внимания 
технологов при массовом производстве приборов. 

В последующих разделах будут описаны основные этапы мар-
шрута изготовления приборов с применением кремниевой инте-
гральной технологии. 
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Рис. 1.5. Поперечное сечение эпитаксиального (а) и диф-
фузионного (б) резисторов 
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При производстве микроэлектронных сенсоров по биполярной 
технологии особое значение имеют резисторы. Это связано с их 
широким применением в сенсорах механических и термических 
величин. Наибольшее распространение получили две схемы по-
строения резисторов, показанные на рис. 1.5. В первом варианте 
резистор формируется в эпитаксиальной пленке, где С и E – кон-
такты к резистору, и p

+
-области обеспечивают изоляцию резистора 

от других элементов электрической схемы. Во втором варианте 
резистор формируется с помощью термической диффузии или 
ионной имплантацией примеси прямо в исходной кремниевой пла-
стине. Возникающий при этом p-n-переход служит для изоляции 
резистора от других элементов электрической схемы. 

1.2.3. ТЕРМИЧЕСКОЕ ОКИСЛЕНИЕ КРЕМНИЯ 

Двуокись кремния SiO2 в силу уникального сочетания физико-
химических свойств во многом предопределила широкое примене-
ние кремния как материала для микроэлектроники и для производ-
ства компонентов микросистемной техники. 

Пленки двуокиси кремния служат маской при процессах диф-
фузионного или ионного легирования, могут использоваться как 
подзатворный диэлектрик в полевых транзисторах (см. рис. 1.4), а 
также и как пассивирующий слой, защищающий элементы элек-
трической схемы от влияния поверхностных загрязнений. Как ди-
электрик, двуокись кремния обладает отличными изолирующими 
свойствами благодаря высокому удельному сопротивлению. 

Двуокись кремния образуется на поверхности кремния в есте-
ственных условиях при комнатной температуре. Толщина такого 
окисла обычно составляет 20...30 Å и редко превосходит 40 Å. Од-
нако в микроэлектронной технологии окисление кремния проводят 
при температуре 700...1200 °С в специальных кварцевых реакторах 
в атмосфере кислорода (сухое окисление) или паров воды (влажное 
окисление). Это позволяет создать однородные бездефектные 
пленки с различной степенью плотности. Окисление кремния на-
чинается с его поверхности. В дальнейшем атомы кислорода диф-
фундируют через слой наросшего окисла. При сухом и влажном 
окислении кремния происходят химические реакции типа 

 Si + O2 →SiO2, 

 Si + 2H2O→SiO2+2H2. 

На ранних стадиях окисления, когда толщина окисного слоя 
мала и процессами диффузии кислорода можно пренебречь, тол-
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щина слоя окисла x  пропорциональна времени окисления t  и 
плотности атомов кремния на поверхности N : 

 x CNt , 

где C  – некоторая постоянная. 
Так как плотность атомов на кристаллографической плоскости 

(111) выше, чем на плоскости (100), плотности окисла оказываются 
разными при одинаковом времени окисления. 

При большой толщине слоя окисла (x > 0.01 мкм) скорость 
окисления определяется процессом диффузии кислорода через 
окисел. В этом случае толщина окисла x  и время окисления связа-
ны нелинейным соотношением 

 ~x Dt , 

где D  – коэффициент диффузии. 
Температурные коэффициенты линейного расширения кремния 

и двуокиси кремния различаются довольно заметно: 2.5·10
–6

 град
–1

 
и 0.5·10

–6
 град

–1
. Поскольку процессы окисления проводятся при 

высоких температурах (обычно Ток > 900 °С), вблизи границы Si–
SiO2 возникают термомеханические напряжения. Измерения, про-
веденные при комнатной температуре после термического окисле-
ния кремния, показывают, что SiO2 находится в состоянии сжатия, 
при этом упругие напряжения примерно равны 3·10

8
 Н/м

2
. Термо-

механические напряжения на границе Si–SiO2 могут привести к 
короблению кремниевых пластин, разрыву окисла и появлению 
дефектов в приповерхностном слое кремния. Эти термомеханиче-
ские напряжения деформируют упругие элементы сенсоров. 

1.2.4. ЛИТОГРАФИЯ 

Важнейшей частью технологического процесса изготовления 
интегральных схем и компонентов микросистемной техники явля-
ется литография. Идея этого метода восходит к концу восемнадца-
того века, однако практическое применение в полупроводниковой 
промышленности литография нашла только в 60-х годах ХХ столе-
тия. К настоящему времени существует несколько вариантов лито-
графии: фотолитография, рентгеновская литография, электронно-
лучевая литография Из них наибольшее применение в силу про-
стоты получила фотолитография. 

В методе фотолитографии исходной структурой является пла-
стина кремния, покрытая слоем двуокиси кремния, нанесенным с 
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одной или с двух сторон. В обычной микроэлектронике все эле-
менты электрической схемы размещаются только на одной стороне 
кремниевой пластины, поэтому используется односторонняя лито-
графия. При производстве компонентов микросистемной техники в 
связи с необходимостью трехмерного профилирования широко 
применяется двусторонняя фотолитография. 

Двуокись кремния благодаря уникальным физико-химическим 
свойствам играет роль защитной маски на всех ступенях техноло-
гического процесса создания полупроводниковых структур. 

На кремниевую пластину наносят тонкий однородный слой по-
лимера, называемого фоторезистом, который обладает способно-
стью изменять свои свойства под действием ультрафиолетового 
излучения. Фоторезисты делятся на два типа: позитивные и нега-
тивные. В негативном фоторезисте под действием излучения меж-
ду молекулами полимера возникают дополнительные связи, в ре-
зультате чего он становится более устойчив к действию 
органических растворителей. В таких растворителях неэкспониро-
ванные участки фоторезиста удаляются, а экспонированные оста-
ются на поверхности двуокиси кремния. 

В позитивных фоторезистах под действием ультрафиолетового 
облучения связи между молекулами ослабляются, поэтому облу-
ченные участки фоторезиста удаляются в органических раствори-
телях. На необлученных участках пластины фоторезист остается, 
защищая нижележащие слои. 

Для формирования необходимого рисунка на фоторезисте и 
кремниевой пластине применяются фотошаблоны. Фотошаблоны 
представляют собой стеклянные пластины с хорошо обработанны-
ми поверхностями, на одну из которых напылением металла нане-
сен необходимый рисунок, соответствующий технологической 
операции. Чередование светлых и темных областей на фотошабло-
не после засветки и обработки растворителями оставляет на по-
верхности кремниевой пластины места, защищенные фоторезистом 
и свободные от него. 

Оптическая литография обеспечивает создание структур с раз-
мерами порядка длины волны применяемого излучения – около 
1 мкм и высокую производительность – до нескольких десятков 
экспозиций в час. Необходимость миниатюризации отдельных 
элементов интегральных схем привела к возникновению вариантов 
литографии, где используется облучение с более короткой длиной 
волны. 

Для увеличения разрешающей способности литографии в на-
стоящее время стали применять рентгено- и электронно-лучевую 
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литографию. Принцип действия рентгенолитографии аналогичен 
фотолитографии, только вместо ультрафиолетовой засветки ис-
пользуется рентгеновское облучение. Уменьшение длины волны 
облучения требует специальных рентгеношаблонов и рентгеноре-
зистов. Рентгеновская литография обеспечивает разрешение на 
уровне 0.5 мкм. 

Электронно-лучевая литография проводится с помощью потока 
электронов, движением которых управляет с высокой точностью 
электромагнитная отклоняющая система. В этом виде литографии 
не требуется применять специальные шаблоны и управление элек-
тронным пучком ведется с помощью ЭВМ. Разрешение электрон-
ной литографии лежит в диапазоне 0.3...0.5 мкм. Процесс элек-
тронной литографии по производительности значительно уступает 
и фото- и рентгенолитографии, поскольку здесь электронный луч 
должен просканировать всю поверхность пластины. Рентгеновская 
и электронная литографии в микросистемной технике пока широ-
кого применения не получили. 

Помимо переноса изображения в процессе фотолитографии 
важную роль играет травление экспонированных участков фоторе-
зиста и защитных пленок, находящихся под фоторезистом на по-
верхности кремния. Методы травления, применяемые в микроэлек-
тронной технологии, могут быть разделены на две категории – 
жидкостные и сухие (плазмохимическое травление). 

Любой процесс травления характеризуется скоростью травле-
ния и степенью анизотропии. Скорость травления – это глубина 
травления (по вертикали), деленная на время травления. Скорости 
травления различных веществ одним и тем же травителем могут 
сильно различаться. Отношение скоростей травления двух разных 
материалов позволяет оценить селективность травителя. В микро-
электронной технологии стремятся применять травители с воз-
можно более высокой селективностью, чтобы обеспечить резкие 
границы раздела между различными материалами. 

Степень анизотропии процесса травления определяют сравне-
нием вертикальной и горизонтальной (латеральной) скоростей 
травления. Если вертикальная скорость значительно больше лате-
ральной, то процесс травления обладает высокой степенью анизо-
тропии. При этом в процессе травления минимально искажаются 
размеры структуры относительно изображения на поверхности фо-
торезиста, сформированного фотошаблоном. Стенки углублений в 
фоторезисте или в защитной маске, сформированные в таком про-
цессе травления, как правило, являются вертикальными. В изо-
тропных травителях скорости травления в вертикальном и лате-
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ральном направлениях сравнимы между собой или даже равны. В 
результате существуют сильное боковое подтравливание и иска-
жение размеров структуры на кремниевой пластине относительно 
фотошаблона. 

Процесс жидкостного травления представляет собой многосту-
пенчатую химическую реакцию, в которой можно выделить три 
этапа: 

 доставка компонентов реакции к поверхности, на которой 
проходит химическое взаимодействие; 

 химическая реакция; 
 удаление продуктов реакции от поверхности. 

Жидкостное травление имеет высокую производительность и 
применяется очень широко. Его основные недостатки – это невы-
сокая степень чистоты травителей, в результате чего поверхность 
полупроводниковой пластины может загрязняться, и сложность 
утилизации отходов травления. 

В настоящее время интенсивно развиваются методы плазмохи-
мического (сухого) травления, свободные от указанных недостат-
ков. В этом методе травления в реакции участвуют ионы плазмы, 
которая создается воздействием высокочастотного электромагнит-
ного поля на газовую смесь определенного состава. Упомянутые 
выше три этапа химической реакции в жидкости существуют и при 
плазмохимическом травлении. На процесс плазмохимического 
травления влияют много факторов: состав смеси газов, температу-
ра, мощность электромагнитного поля, подводимая к плазме, вели-
чина и распределение электрического поля в экспериментальной 
установке. Несмотря на сравнительно большое количество влияю-
щих факторов, область применения сухого травления постепенно 
расширяется, в том числе и в производстве компонентов микросис-
темной техники. 

1.2.5. ТЕРМИЧЕСКАЯ ДИФФУЗИЯ 

В конце 50-х и начале 60-х годов были проведены исследова-
ния по введению легирующей примеси в кремний с помощью тер-
мической диффузии. Эти исследования непосредственно привели к 
появлению интегральных схем. Практически одновременно с инте-
гральными схемами появились первые полупроводниковые сен-
соры механических величин на основе интегральных тензоре-
зисторов. 

Основная причина успешного применения метода термической 
диффузии в микроэлектронной технологии заключается в обеспе-
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чении контролируемого изменения электропроводности кремния 
путем введения заданного количества примеси. 

Исходными структурами для проведения процессов термиче-
ской диффузии являются кремниевые пластины, покрытые защит-
ной маской из двуокиси кремния. В этой маске предварительно с 
помощью фотолитографии вскрываются окна в тех частях пласти-
ны, где необходимо создать определенный тип проводимости и 
задать нужную концентрацию легирующей примеси в области ба-
зы, эмиттера или коллектора интегрального транзистора. 

Примесями, которые обычно вводят в кремний для создания 
проводимости n-типа, являются фосфор и мышьяк, а для получе-
ния проводимости p-типа – бор. Легирующие атомы могут быть 
введены в кремниевые подложки путем диффузии: 

1) из химического источника, находящегося в парообразной 
или жидкой фазе; 

2) из легированных окислов; 
3) из ионно-имплантированных слоев. 
Процесс диффузии проводится в два этапа. На первом этапе 

диффузии в области кремниевой пластины, свободные от защитной 
маски, вводят некоторое количество примеси Q. Процесс прово-
дится при тщательном контроле за температурой и временем диф-
фузии t1. В ходе второго этапа легирующая примесь перераспреде-
ляется. Этот этап проходит при иной температуре, чем первый, и 
имеет другую продолжительность t2. Как правило, температура 
второго этапа выше, а продолжительность больше, чем первого, 
так что t2 >> t1. 

Легирующая примесь, диффундируя от поверхности кремния в 
глубину, распределяется по толщине кристалла по закону 

 
2
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, 

где D2 – коэффициент диффузии на втором этапе. 
Процесс диффузии осуществляется в специальных диффузи-

онных печах в чистых кварцевых реакторах, где температура под-
держивается с погрешностью, не превышающей 1 °С. Обычно  
температура диффузии лежит в диапазоне 900…1150 °С. В зависи-
мости от необходимой степени легирования время диффузии со-
ставляет от нескольких минут до нескольких часов. 

Ионное легирование – один из самых распространенных спосо-
бов введения легирующей примеси в кристалл. В этом способе из 
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ионов легирующей примеси бора или фосфора формируется ион-
ный пучок, который направляется на кремниевую пластину. Сис-
тема электромагнитного управления позволяет изменять направле-
ние движения ионов и обеспечивать сканирование пучком всей 
поверхности кремниевой пластины. Ионы ускоряются до энергии 
50…200 кэВ и, сталкиваясь с поверхностью кремния и его атомами 
в его объеме, теряют свою энергию на глубине 100...10 000 Å. Про-
цесс столкновения внедренных ионов с атомами кристаллической 
решетки носит случайный характер. Расстояние, которое проходит 
ион в направлении перпендикулярно к поверхности кристалла до 
остановки, называют проецированной длиной пробега Rρ. По-
скольку Rρ – случайная величина, для характеристики положения 
ионов обычно указывают флуктуацию или рассеяние проециро-
ванной длины ΔRρ.  

Распределение внедренных ионов по глубине кристалла при-
ближенно описывается выражением 
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где Q – количество ионов примеси, перенесенных к пластине ион-
ным пучком, которое хорошо контролируется по току ионов. 

Столкновение ионов пучка с атомами кремниевой подложки 
вызывает многочисленные нарушения кристаллической структуры. 
Для их устранения применяется специальный высокотемператур-
ный отжиг при температурах 600...900 °С. 

Метод введения легирующей примеси с помощью ионной им-
плантации в настоящее время наиболее распространен в промыш-
ленности благодаря высокой производительности и хорошей вос-
производимости процесса. 

1.2.6. ОСАЖДЕНИЕ ДИЭЛЕКТРИЧЕСКИХ ПЛЕНОК  
И ПОЛИКРИСТАЛЛИЧЕСКОГО КРЕМНИЯ 

Техника осаждения пленок широко применяется в микроэлек-
тронном производстве. С течением времени роль пленочных тех-
нологий непрерывно возрастает и в микросистемной технике. Это 
связано с широкими функциональными возможностями пленок, с 
помощью которых можно формировать проводники интегральной 
схемы, осуществлять диэлектрическую изоляцию между элемен-
тами структур, а также защищать поверхности от влияния окру-
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жающей среды. Осаждаемые пленки должны удовлетворять ряду 
требований, из которых самыми важными являются: воспроизво-
димость состава, однородность по толщине, безопасность произ-
водства и дешевизна. 

В настоящее время в качестве материалов для пленок широко 
используют поликристаллический кремний, нитрид кремния и 
двуокись кремния. Обычно эти пленки получают в специальных 
химических реакторах осаждением из парогазовых смесей при ат-
мосферном или пониженном давлении. 

Поликристаллический кремний формируется путем термиче-
ского разложения газа силана – SiH4 при температурах 600...650 °С. 
При этом происходит химическая реакция 

 SiH4 = Si + 2H2. 

Кремний осаждается, как правило, на диэлектрическую под-
ложку, в результате чего растет поликристаллическая пленка. По-
ликремний может быть легирован путем диффузии, ионной им-
плантации или введением добавок в газовую смесь в ходе 
осаждения пленки. Таким путем формируются проводящие дорож-
ки электрической разводки интегральных схем или затворы для 
МДП-транзисторов. При производстве сенсоров сильнолегирован-
ные поликремниевые слои служат для формирования тензорези-
сторов на диэлектрическом основании. Для этих целей в настоящее 
время применяют только поликремниевые слои p-типа проводимо-
сти. Типичная толщина осажденных поликремниевых пленок ле-
жит в диапазоне 0.4...0.6 мкм. 

Пленки двуокиси кремния могут осаждаться как с легирующи-
ми добавками, так и без них. Наиболее распространены нелегиро-
ванные пленки, которые можно использовать либо в качестве изо-
лятора, либо как защитную маску в процессах диффузии или 
ионной имплантации. В настоящее время применяют несколько 
методов осаждения. Один из них основан на использовании хими-
ческой реакции между газом силаном SiH4 и кислородом: 

 SiH4+O2 = SiO2+2H2. 

Реакция протекает при температуре 300...450 °С. Сравнительно 
низкая температура осаждения позволяет использовать слой дву-
окиси кремния для защиты поверхности полупроводниковых при-
боров от влияния окружающей среды на последнем технологиче-
ском этапе изготовления, когда электрическая разводка внутри 
прибора уже нанесена. Толщина окисных пленок обычно лежит в 
диапазоне 0.01...0.4 мкм. 
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Другой метод основан на создании пленок нитрида кремния 
Si3N4. Кроме того, что пленки нитрида кремния имеют высокие 
электроизоляционные свойства, они представляют собой надеж-
ный барьер для диффузии молекул воды или ионов щелочных ме-
таллов, которые вызывают коррозию электрической разводки ин-
тегральных схем и нестабильность электрических характеристик 
полупроводниковых приборов. 

Пленки нитрида кремния чаще всего получают за счет реакции 
между силаном и аммиаком NH3 при температурах 700...900 °С: 

 3SiH4+4NH3 = SiN4+12H2. 

Тонкие слои нитрида кремния являются эффективной защит-
ной маской в процессах анизотропного травления, широко приме-
няемых в микросистемной технологии для формирования трехмер-
ных кремниевых структур. 

1.2.7. МЕТАЛЛИЗАЦИЯ И ВНУТРЕННИЕ СОЕДИНЕНИЯ 

Металлические пленки служат для создания проводников, объ-
единяющих различные элементы интегральной схемы или элемен-
тов микросистем, а также для обеспечения контакта между крем-
нием и внешними выводящими проводниками прибора. К этим 
пленкам предъявляются высокие требования однородности по 
толщине, стабильности электрических характеристик, хорошей 
проводимости и устойчивости против коррозии. 

В подавляющем большинстве интегральных схем и микросис-
темных устройств используются алюминиевые пленки или пленки 
на основе сплавов алюминия. Эти пленки обладают хорошей адге-
зией к подложкам из двуокиси кремния и имеют низкое значение 

удельного сопротивления 62,7 10 Ом см . 

Существует несколько технологий осаждения алюминиевых 
пленок: 

1) испарение с использованием резистивного нагрева; 
2) электронно-лучевое испарение; 
3) магнетронное распыление. 
Каждый из методов имеет свои достоинства и недостатки и 

применяется в зависимости от конкретных требований к приборам. 
Самый простой метод – нанесение алюминиевой пленки путем 

термического испарения. В этом методе на спираль из тугоплавко-
го металла, например вольфрама, навешивают небольшие кусочки 
проволоки (навески) из алюминия. Процесс испарения происходит 
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в вакууме, а необходимая температура процесса задается нагревом 
вольфрамовой спирали. Преимуществами метода являются его 
простота и дешевизна, недостатком – возможность загрязнения 
осаждаемой пленки материалом нагревателя. Этот недостаток тер-
мического распыления устраняют в других методах получения ме-
таллических пленок с помощью направленного движения элек-
тронного луча по распыляемой мишени. Электронным лучом 
можно эффективно управлять с помощью электрического или маг-
нитного поля. 

Наряду с алюминием для создания проводников и соединений в 
микросистемной технологии применяют и другие металлы, напри-
мер титан, вольфрам, молибден, а также соединения кремния с мо-
либденом и танталом. Основной интерес к применению других ме-
таллов связан с возможностью повышения надежности работы 
приборов и расширением температурного диапазона работы. 

1.3. СПЕЦИАЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ ТЕХНОЛОГИИ  
МИКРОЭЛЕКТРОННЫХ СЕНСОРОВ 

Замечательные достижения микроэлектроники последних 20-
25 лет получены, в сущности, благодаря развитию кремниевой тех-
нологии. В результате этого стоимость кремниевых интегральных 
схем снижалась год от года, а уровень интеграции (число транзисто-
ров на единицу площади кристалла) неуклонно повышался. 

Эти достижения микроэлектроники не могли не оказать силь-
ного воздействия на технологию микросистем. Применение микро-
электронной технологии в производстве компонентов микросистем 
позволило снизить их стоимость при сохранении или повышении 
точности. Однако простой перенос микроэлектронной технологии 
производства интегральных схем в область микросистем оказался 
затрудненным. Отчасти это связано с необходимостью некоторой 
модификации биполярной или МДП-технологий для обеспечения 
заданных метрологических характеристик компонентов микросис-
тем (например, уровня легирования полупроводниковых слоев или 
применения особо чистых полупроводниковых материалов). Более 
существенными являются конструктивные требования, которые 
привели к созданию специальных технологических операций, не-
типичных либо просто отсутствующих в производстве интеграль-
ных схем. К ним относятся операции трехмерного профилирования 
кристаллов кремния и бесклеевое присоединение кристалла к под-
ложке. 
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Особая роль конструкции компонентов микросистемной техни-
ки в технологическом процессе их изготовления по сравнению с 
обычными интегральными схемами связана с разнообразием, а за-
частую и с более жесткими условиями работы микросистем. Нако-
нец, спектр материалов для производства микросистем весьма ши-
рок. Сейчас применяют пьезоэлектрические и магнитные пленки, 
которые не используются в традиционной микроэлектронике. 

В следующем разделе рассмотрены специальные вопросы тех-
нологии производства микросистем, которые имеют фундамен-
тальное значение: трехмерное профилирование кремния и бесклее-
вые методы соединения элементов конструкции. 

1.3.1. ТРЕХМЕРНОЕ ПРОФИЛИРОВАНИЕ КРЕМНИЯ 

Современные компоненты микросистемной техники имеют 
конструкции, которые существенно отличаются от конструкций 
интегральных схем стандартной микроэлектроники. На рис. 1.6 
показана типичная конструкция тензорезистивного сенсора давле-

ния. Под действием разности давлений 0P P P  упругий элемент  
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Рис. 1.6. Кремниевый сенсор давления: 

1 – корпус; 2 – электрические выводы, 3 – контактные проводники; 

4 – кремниевый чувствительный элемент; 5 – тензорезисторы; 6 – 
область соединения кристалла и подложки; 7 – термокомпенси-
рующая подложка; 8 – область соединения подложки и корпуса; 9 – 
подмембранная полость; 10 – отверстие в подложке; 11 – защитный 
         гель; Р – измеряемое давление; Р0 – опорное давление 
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сенсора деформируется, что приводит к изменению сопротивлений 
тензорезисторов. 

Корпус сенсора давления должен выдерживать давление изме-
ряемой среды, которое может доходить до нескольких сотен атмо-
сфер. Тензорезисторы сенсора сформированы в силу особенностей 
микроэлектронной технологии на одной стороне кремниевой пла-
стины. Упругий элемент сенсора представляет собой, как правило, 
профилированную кремниевую пластину. Толщина ее тонкой час-
ти (мембраны) определяет диапазон измеряемых давлений, а тол-
стая часть кристалла является, по существу, кремниевой рамкой и 
обеспечивает выполнение условия жесткого защемления мембраны 
по контуру. 

В технологии производства микросхем иногда встречается 
мелкое (1 ...5 мкм) профилирование со стороны, где расположена 
электронная схема. Однако при изготовлении сенсоров давления 
глубины профилирования составляют около 150...300 мкм и тра-
вить необходимо со стороны, противоположной той, на которой 
находится электронная схема. 

Толстая часть кристалла вместе с термокомпенсирующей под-
ложкой играют важную роль в улучшении метрологических харак-
теристик сенсора. Они компенсируют термомеханические напря-
жения, возникающие из-за разницы коэффициентов линейного 
расширения элементов сенсора. 

Для уменьшения этих напряжений материал термокомпенси-
рующей пластины должен иметь по возможности тот же коэффи-
циент линейного расширения, что и сам кристалл. При этом особое 
значение имеет способ их соединения, поскольку это влияет на 
уровень термомеханических напряжений. 

При измерении относительного давления термокомпенсирую-
щая пластина должна иметь сквозное отверстие, следовательно, его 
необходимо специально создавать тем или иным способом. 

Перечисленные особенности конструкции микроэлектронного 
сенсора показывают принципиальную важность методов профили-
рования и способов соединения в единую конструкцию различных 
элементов. 

Кремний оказался материалом, весьма подходящим для созда-
ния разнообразных микроструктур с помощью специальных мето-
дов формообразования. Появилось специальное направление тех-
ники – кремниевая микромеханика, рассматривающая весь круг 
проблем создания устройств, в которых сталь заменена на крем-
ний. Микромеханика имеет дело главным образом с кремнием или 
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поликремнием, хотя круг дополнительно привлекаемых материа-
лов: оксиды, нитриды, стекла, полимерные материалы и металли-
ческие пленки – тоже достаточно широк. 

1.3.2. ЖИДКОСТНОЕ ТРАВЛЕНИЕ  
МОНОКРИСТАЛЛИЧЕСКОГО КРЕМНИЯ 

В настоящее время основным методом формообразования 
трехмерных кремниевых структур (3D-структур) является травле-
ние. Этот метод дает возможность избирательно удалять кремний с 
определенных участков и придавать пластине или ее отдельным 
частям необходимую геометрическую форму. Жидкостное травле-
ние для полупроводниковой техники играет такую же роль, как и 
обработка металлов резанием или ковка и штамповка металлов. 

Сейчас существуют многочисленные травители для кремния, 
действие которых может быть изотропным (не зависящим от кри-
сталлографической ориентации плоскостей кремния) или анизо-
тропным. В табл. 1.2 приведены характеристики трех наиболее 
широко применяемых травителей [3]: 

 травитель HNA: смесь плавиковой (HF), азотной (НNО3) и 
уксусной (СН3СООН) кислот; 

 травитель EDP: смесь этилендиамина, пирокатехина и воды; 
 водный раствор едкого калия (КОН). 

Травитель HNA – очень сложный травитель, скорости травле-
ния и характеристики которого могут сильно меняться в зависимо-
сти от степени легирования кремния, соотношения компонентов в 
растворе и даже от степени перемешивания травителя. На рис. 1.7 
показаны варианты углублений в кремнии, возникающие, если за-
щитная маска имеет круглое отверстие либо отверстие в маске 
имеет сильно вытянутую прямоугольную форму. Случай а соот-
ветствует интенсивному перемешиванию раствора, глубина трав-
ления z  при этом не зависит от кристаллографического направле-
ния и определяется только скоростью v и временем травления t : 

 z Vt . 

Отсутствие перемешивания приводит к изменению профиля 
вытравленной структуры (рис. 1.7, б), но даже и в этом случае 
фронт травления под маской, как это видно из рисунков, удовлет-
ворительно аппроксимируется частью окружности. 

При пользовании травителем HNA возникают трудности с соз-
данием защитной маски. Самая удобная защитная маска из двуоки-
си кремния SiO2 травится с довольно заметной скоростью. Поэтому 
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при сравнительно небольших глубинах травления ее еще можно 
использовать, но при больших глубинах предпочтительнее защит-
ные маски из нитрида кремния или золота. 

Однако самым серьезным недостатком травителя HNA являет-
ся сложная связь между профилем травления, размером окна в 
маскирующем слое и температурными условиями травления. Этот 
недостаток проявляется тем сильнее, чем глубже проводится про-
филирование кремния. 
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Рис. 1.7. Профиль травления при действии изотропно-
го травителя HNA: 

а – с перемешиванием травителя, б – без перемешивания 

 
Между тем глубокое профилирование как раз и представляет 

наибольший интерес в микросистемной технологии. Прогресс в 
технике создания трехмерных структур стал возможен только по-
сле того, как начали применяться анизотропные травители. 

Анизотропное травление дает возможность избирательно уда-
лять кремний вдоль определенных кристаллографических направ-
лений, что позволяет придавать кремниевой пластине или отдель-
ным ее частям разнообразные геометрические формы и 
целенаправленно управлять этим процессом. 

В табл. 1.3 приведены два наиболее употребительных анизо-
тропных травителя для кремния – EDP и водный раствор едкого 
калия. Общее свойство всех анизотропных травителей заключается 
в том, что кремний в кристаллографических направлениях [110] и 
[100] травится значительно быстрее, чем в направлении [111]. 
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Разница в скоростях травления достигает 35 раз для EDP трави-
теля и 400 раз для водных растворов KОН. Замечательной особен-
ностью указанных травителей является возможность использова-
ния двуокиси кремния в качестве маски для процесса травления. 
Скорость травления SiO2 составляет около 14 Å/мин в водных рас-
творах KОН, что примерно в 20 раз меньше, чем для изотропного 
травителя HNA. 

Оба типа травителей обнаруживают заметную концентрацион-
ную зависимость, и скорость травления падает практически до ну-
ля, как только степень легирования кремния бором достигает 
7·10

19
 см

–3
. 

 
Т а б л и ц а  1.3 

Типичные травители для трехмерного формообразования 

Травитель 
Состав, 

мл 
Темпера-
тура, °С 

Скорость 
травления, 
мкм/мин 

Отношение 
скоростей 
травления 
(100)/(111) 

Маскирующая 
пленка  

и скорость  
ее травления 

HF  10     

HNО3  30  0.7... 3.0 1:1 
SiO2, 

300 Å/ мин 

СНзСООН +H2O  80     

Этилендиамин  750    
SiO2, 

2 Å/ мин 

Пирокатехин  120 г 115 0.75 35:1 
Si3N4, 

1 Ǻ/ мин 

Вода  100     

KОН  44 г 85 1.4 400:1  

Вода  100    
SiO2, 

14 Ǻ/ мин 

 
Механизм анизотропного травления достаточно сложен. Сам 

процесс травления можно представить как поэтапное удаление 
атомных слоев с поверхности кристалла. Особенностью анизо-
тропного травления является то, что в разных кристаллографиче-
ских направлениях скорость удаления атомных слоев с поверхно-
сти неодинакова. Это может быть вызвано различной плотностью 
упаковки атомов кристалла и различной энергией связи атомов с 
соседними атомами на разных атомных плоскостях. В кремнии 
плоскость (111) имеет самую высокую плотность атомов на квад-
ратный сантиметр по сравнению с другими кристаллографически-
ми плоскостями. Это приводит к тому, что «вырвать» атом в про-
цессе травления из этой плоскости труднее, чем из других 
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плоскостей. С другой стороны, плоскость (111) наиболее интен-
сивно окисляется в процессе травления, и образовавшийся слой 
SiO2 экранирует взаимодействие атомов кремния и травителя. В 
результате действия этих двух факторов скорость травления плос-
кости (111) оказывается наименьшей. 

Другие кристаллографические плоскости, например (100) или 
(110), не покрываются сплошной окисной пленкой, и полной экра-
нировки не происходит. В результате скорости травления плоско-
стей (100) и (110) значительно превосходят скорость травления 
плоскости (111). 

Рассмотрим процесс микропрофилирования кремниевой пла-
стины с помощью какого-либо анизотропного травителя из приве-
денных в табл. 1.2. Будем предполагать, что пластина имеет кри-
сталлографическую ориентацию (100) и покрыта слоем двуокиси 
кремния SiO2, которая играет роль защитной маски. При этом в 
слое двуокиси кремния с помощью фотолитографии сформировано 
прямоугольное отверстие, стороны которого ориентированы вдоль 
кристаллографических направлений [110]. 

Анизотропные травители растворяют кремний в плоскости 
(100), и формируются ямки пирамидальной формы, стенки кото-
рых ограничены кристаллографическими плоскостями (111), 
имеющими самую низкую скорость травления. Травление окон-
чится тогда, когда плоскости (111) пересекутся между собой так, 
что образуется V-образный профиль (рис. 1.8). Глубина V-образ-
ной канавки зависит от ширины окна в окисле на поверхности 
кремния. 
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Рис.1.8. Поперечное сечение V-канавки 

 
Поскольку плоскости (111) пересекают плоскости (100) под уг-

лом 54.74 , при ширине окна в маске а и глубине травления h 
размеры нижнего основания L будут равны 

 2
2

h
L a . 
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Когда L = 0, плоскости (111) пересекаются и травление оста-
навливается. Это происходит при глубине V-канавки 

 
2

a
h . 

Таким образом, профиль травления можно менять от трапецеи-
дального до V-образного. 

Управление процессом травления идет путем задания скорости 
и времени травления. На скорость травления влияют процентный 
состав травителя и температура проведения процесса. На рис. 1.9 
показаны зависимости скорости травления плоскости (100) кремния 
для водного раствора едкого калия при различных температурах. 

Из экспериментальных данных очевидно сильное влияние тем-
пературы и относительно слабое влияние концентрации КОН в 
травителе. Обычно травление проводят при температурах 
80...90 °С, при этом значения скорости травления составляют 
0.8...1.0 мкм/мин. На рис. 1.10 приведены зависимости скорости 
травления пленки двуокиси кремния, зная которые, можно опреде-
лить необходимую толщину защитной маски, обеспечивающей 
формирование углубления заданных размеров [6]. 

Для обеспечения необходимой точности профилирования сле-
дует сохранять постоянными температуру и концентрацию трави-
теля. На практике травление ведут в термостате, который поддержи-
вает  температуру  с погрешностью  не хуже 1 °С.  Само устройство  
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Рис.1.9. Зависимости скорости 
травления кремния (100) от кон-
центрации травителя и темпера-
туры для водных растворов KОН 

Рис.1.10. Зависимости скорости 
травления двуокиси кремния от ве-
совой концентрации травителя и 
температуры для водных растворов 
                       KОН 
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для травления должно иметь мешалку для перемешивания раствора 
и плотно прилегающую крышку, предохраняющую объем травите-
ля от испарения. 

При постоянстве температуры и концентрации глубину травле-
ния можно контролировать по времени травления. Точность такого 
способа будет зависеть от точности измерения скорости травления. 
По мере увеличения глубины профилирования погрешность опре-
деления глубины возрастает. Для ее уменьшения приходится ис-
пользовать контрольную кремниевую пластину (пластину-
спутник), находящуюся в тех же условиях травления, что и основ-
ная пластина. Периодическое измерение глубины травления по 
пластине-спутнику позволяет более точно контролировать толщи-
ну стравленного слоя. 

При массовом производстве микроэлектронных сенсоров метод 
контроля глубины травления по времени дает большую погреш-
ность. В этом случае можно воспользоваться свойством анизотроп-
ных травителей, заключающимся в остановке процесса травления 

на слоях кремния с большой концентрацией 19( 7 10N  см
–3

) леги-

рующей примеси бора (метод стоп-слоя). Причина резкого умень-
шения скорости травления кремния на таких слоях заключается в 
том, что для протекания процесса травления требуется обмен сво-
бодными электронами между кремнием и травителем. В сильноле-
гированном бором кремнии свободных электронов очень мало (по-
лупроводник имеет p-тип проводимости) и процесс травления из-за 
этого тормозится. 

На рис. 1.11 показана технологическая схема изготовления тон-
ких кремниевых мембран упругих элементов сенсоров давления, в 
которой на одной из сторон кремниевой пластины методом ионной 
имплантации или термической диффузии создается слой сильноле-
гированного p-кремния, толщина которого x определяет в даль-
нейшем толщину кремниевых мембран. 

После нанесения слоя двуокиси кремния на обе стороны пла-
стины выполняют операцию фотолитографии и вскрывают окно в 
окисной пленке со стороны, противоположной p-слою. Затем про-
водят анизотропное травление, которое автоматически останавли-
вается, как только достигается глубина сильнолегированного  

p-слоя. Ширина мембраны оказывается равной 2 1 2L L h , где 

L1 – размер окна в окисной маске, а толщина оставшегося кремния 
определяется технологическими условиями создания сильнолеги-
рованного слоя, которые обеспечивают погрешность около 1 мкм. 
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Рис. 1.11. Технологическая схема изготовления тонких 
кремниевых мембран методом самоостанавливающегося 
                                          травления 

 
Метод позволяет хорошо воспроизводить размеры. Недостат-

ками метода самоостанавливающегося травления являются: 
1. Сильное легирование p-слоя приводит к деформации крем-

ния, поскольку размер атома бора меньше, чем размер атома крем-
ния. В итоге плоская форма мембраны может быть искажена. 

2. При заданной толщине стоп-слоя получаются мембраны 
только одной толщины. Изменение толщины требует подготовки 
новых пластин. 

3. На сильнолегированном p-слое невозможно формировать 
элементы электрической схемы, обладающие хорошей изоляцией. 
Поэтому приходится эпитаксиально выращивать на слое p-кремния 
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слой слаболегированного n-кремния, а уже в нем формировать все 
элементы электрической схемы сенсора, в том числе и тензорези-
сторы p-типа. Это удорожает технологию изготовления приборов. 

Более перспективной для целей создания профилированных 
кремниевых структур представляется технология электрохимиче-
ской остановки травления. В этой технологии применяют подлож-
ки p- или n-кремния со степенями легирования, типичными для 
микроэлектроники. На этих подложках выращивают эпитаксиаль-
ный слой слаболегированного n-кремния желаемой толщины, в 
котором формируется электрическая схема. На рис. 1.12 показано 
экспериментальное устройство для электрохимического травления 
кремния. 

 
+ –

Горячая
вода

Pt электрод

KOH/H O2

V

2

1
n p

 
 

Рис. 1.12.  Устройство  для  электрохимического 
травления кремния: 

1 – кремниевая пластина с эпитаксиальным слоем,   
                               2 – магнитная мешалка 

 
Травитель перемешивают с помощью магнитной мешалки, а 

водяная рубашка позволяет поддерживать постоянную температу-
ру травителя. В растворе находятся пластина p-кремния с эпитак-
сиальным слоем n-типа, играющая роль анода, и платиновая фоль-
га в качестве катода. При поддержании между анодом и катодом 
разности потенциалов больше 0.6 В происходит процесс травления 
p-подложки. В момент, когда подложка p-типа стравливается и 
травление доходит до n-эпитаксиального слоя, изменяется ток, те-
кущий между анодом и катодом, после чего травление прекраща-
ется. Достоинство этого метода заключается в возможности для 
изготовления элементов микросистем применять кремниевые пла-
стины со стандартными характеристиками, что удешевляет стои-



1.3. Специальные вопросы технологии микроэлектронных сенсоров 51 

мость производства при одновременном улучшении воспроизво-
димости толщины упругих элементов.  

Отметим, что в ряде микромеханических устройств применя-
ются пластины кремния с кристаллографической ориентацией 
(110). Особенностью этой плоскости является то, что она пересека-
ется шестью плоскостями семейства {111}, из-за чего при прямо-
угольном отверстии в маске формируется шестиугольник. Харак-
терной особенностью образующегося углубления является то, что 

четыре плоскости с индексами 111 , 11 1 , 111 , 111  образуют 

при пересечении с поверхностью (110) угол 90 , а две другие 

плоскости 1 1 1  и 111  пересекаются с (110) под углом 35.26 . 

Это позволяет на плоскости (110) формировать длинные узкие 
канавки с вертикальными стенками, что используется, например, 
при изготовлении канавок для подвода жидкости в головках струй-
ных принтеров. Пограничные области канавок, которые образованы 

плоскостями (111)  и (111) , можно удалить механическим путем. 

1.3.3. ТЕХНОЛОГИЯ СОЕДИНЕНИЯ ЭЛЕМЕНТОВ  
КОНСТРУКЦИИ МИКРОСИСТЕМ 

Технология сборки кремниевых микросистем заметно влияет 
на их характеристики прежде всего из-за термомеханических на-
пряжений, неизбежно возникающих при соединении элементов 
конструкции, обладающих разными температурными коэффициен-
тами линейного расширения. В сенсорах давления термомеханиче-
ские напряжения играют тем большую роль, чем меньше толщина 
упругих элементов. 

На рис. 1.6 схематически представлена конструкция общепро-
мышленного сенсора относительного давления, а на рис. 1.13 пока-
зан чувствительный элемент, применяющийся в медицинской тех-
нике в катетерных сенсорах для внутриполостных измерений 
давления. В обоих случаях есть несколько границ раздела между 
элементами конструкции, вблизи которых при сборке возникают 
термомеханические напряжения. Поэтому выбор рационального 
метода соединения и тщательная отработка технологии сборки 
имеют принципиальное значение для создания практических вари-
антов сенсоров. 

Для соединения элементов конструкции микросистем в на-
стоящее время используются различные способы: 

 клеевое соединение; 
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Рис. 1.13. Конструкция чувствительного элемента  
                        катетерного сенсора давления: 

1 – тензорезисторы, 2 – мембрана упругого элемента, 3 – кольцо 
жесткости упругого элемента; 4 – канал для подачи опорного дав-
ления, 5 – кремниевая подложка; 6 – плоскость соединения тензо-
          преобразователя и подложки; 7 – контактные площадки 

 
 пайка с помощью легкоплавких стекол; 

 пайка с применением эвтектического сплава золото – крем-
ний; 

 электростатическое соединение; 

 прямое соединение кремний–кремний. 

1.3.4. КЛЕЕВОЕ СОЕДИНЕНИЕ 

Основное достоинство сборки с помощью клеев заключается в 
низкой температуре проведения процесса (ниже 130 °С) и сравни-
тельной простоте операций. Обычно для склеивания применяют 
эпоксидные смолы, в которые добавляют различные наполнители 
для получения необходимого температурного коэффициента ли-
нейного расширения. В 60-х годах в связи с широким распростра-
нением приклеиваемых тензорезисторов – как металлических, так 
и полупроводниковых – были проведены обширные исследования 
свойств клеев и их влияния на характеристики тензорезистивных 
мостов в сенсорах давления и силы. Исследования показали, что 
приклеивание неблагоприятно воздействует на характеристики 
сенсоров, приводя к гистерезису и возрастанию температурной по-
грешности результатов измерений. В результате появились крем-
ниевые сенсоры, у которых соединение происходит за счет меж-
атомного взаимодействия соединяемых частей. 
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В настоящее время клеевое соединение применяется только в 
тех местах, где оно заведомо не сможет заметно повлиять на ха-
рактеристики прибора. В конструкции сенсора давления, приве-
денной на рис. 1.6, клей можно применять для присоединения под-
ложки к корпусу. 

1.3.5. ПАЙКА С ПОМОЩЬЮ ЛЕГКОПЛАВКИХ СТЕКОЛ 

В электронной технике стеклянная пайка широко применяется 
для соединения металлов, керамики и кремния. Слой стекла на од-
ной из соединяемых поверхностей можно создавать вакуумным 
напылением или нанесением суспензии стеклянного припоя. При 
производстве сенсоров используются низкотемпературные процес-
сы пайки с температурами ниже 450 °С. Основное требование в 
проведении этих процессов связано с минимизацией внутренних 
механических напряжений в соединяемых структурах. Это дости-
гается, с одной стороны, уменьшением толщины слоя, а с другой – 
применением стекол с температурным коэффициентом линейного 
расширения, мало отличающимся от соответствующих коэффици-
ентов соединяемых материалов. Однако на практике стеклянные 
слои толщиной менее 7...10 мкм применять нецелесообразно, по-
скольку стекло перестает равномерно покрывать соединяемые по-
верхности. В технологии сборки сенсоров давления фирмы 
Mоtоrоlа соединение кристалла тензопреобразователя и кремние-
вой подложки осуществляется через слой легкоплавкого стекла. 
Рациональный выбор сорта стекла и тщательная обработка техно-
логии соединения позволяют создавать сенсоры с хорошими мет-
рологическими характеристиками. 

1.3.6. ПАЙКА С ПРИМЕНЕНИЕМ СПЛАВА ЗОЛОТО–КРЕМНИЙ 

Разновидностью метода пайки, нашедшей широкое применение 
и в микроэлектронике, и в производстве кремниевых сенсоров, яв-
ляется пайка с использованием эвтектического соединения золото–
кремний. Эти два материала образуют эвтектический сплав со 
сравнительно низкой температурой плавления (~ 370 °С), что чрез-
вычайно удобно для сборки полупроводниковых конструкций. 

Для создания прочного эвтектического соединения необходимо 
на посадочное место нанести, например напылением, слой золота 
толщиной 5...7 мкм. Обычно температура пайки составляет 
400...450 °С и для улучшения качества соединения к кристаллу 
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прикладывают давление около 1 МПа. При пайке кристаллов 
больших размеров в зазор между кристаллом и подложкой допол-
нительно вводится фольга из золота толщиной 20 мкм. 

При правильной отработке технологии соединения внутренние 
механические напряжения в этом способе соединения оказываются 
невелики. 

1.3.7. МЕТОДЫ БЕСКЛЕЕВОГО СОЕДИНЕНИЯ 

В последние 10…15 лет получил широкое распространение ме-
тод прямого соединения разнородных материалов, в котором не 
применяются клеи или иные соединительные материалы типа эв-
тектических сплавов, как это описывалось в предыдущих частях 
раздела. Формально прямое соединение происходит при повышен-
ной температуре между плоскими полированными поверхностями 
двух пластин кремния, приведенных в тесный контакт друг с дру-
гом. При этом пластины могут подвергаться либо не подвергаться 
внешнему воздействию, например электростатическому притяже-
нию, а поверхности соединяемых пластин могут или быть чисты-
ми, или же содержать тонкий слой специального вещества, которое 
увеличивает силу предварительного контактного взаимодействия. 
В зависимости от особенностей процесса различают несколько ва-
риантов технологии соединения, из которых далее будут рассмот-
рены два – метод электростатического соединения и метод прямого 
сращивания. 

Главная причина, заставляющая две пластины соединяться друг 
с другом при прямом контакте, заключается в разнице энергий 
атомов на поверхности отдельных соединяемых структур и энер-
гий этих же атомов после объединения пластин в единую структу-
ру. Эта разница в энергиях является мерой связи соединяемых пла-
стин. Для успешной реализации этого процесса необходимо 
сближение атомов контактирующих поверхностей на малые рас-
стояния, причем число взаимодействующих атомов должно быть 
возможно большим. Выполнить это условие проще всего можно 
для плоских полированных поверхностей. Именно такие пластины, 
полированные до 13-14-го класса чистоты, применяются для со-
единения. К счастью, точно такой же класс чистоты требуется при 
производстве стандартных интегральных схем, и поэтому можно 
использовать уже имеющиеся технологии обработки поверхностей 
полупроводниковых пластин. Единственное отличие заключается в 
том, что в производстве компонентов микросистемной техники 
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иногда необходима двусторонняя полировка пластин: одна сторо-
на – для формирования электрических цепей, а другая – для прове-
дения процессов трехмерного профилирования. 

1.3.8. СОЕДИНЕНИЕ ПЛАСТИН В ЭЛЕКТРОСТАТИЧЕСКОМ ПОЛЕ 

В 1969 году Уоллис и Померанц впервые подробно описа- 
ли технику соединения пластин, в процессе которой применялись 
электростатическое поле и низкотемпературный отжиг 
(300...500 °С) [7]. Они назвали свой способ соединения электроста-
тическим. Впоследствии этот же метод стали часто называть анод-
ным соединением или анодной посадкой. 

Предложенный метод успешно применялся для соединения 
различных комбинаций стекол и металлов, включая и такие полу-
проводники, как кремний, германий и арсенид галлия. Уоллис и 
Померанц сообщили также об успешном соединении стекла и по-
лупроводника, на поверхности которых имеется окисный слой. 

Металлы с большими коэффициентами линейного расширения, 
такие как алюминий, никель, хром, железо, могут быть соединены 
со стеклом только в виде тонких пленок. Это оказалось вполне 
приемлемо для практических целей, поскольку все металлы в мик-
роэлектронной технологии используются именно в такой форме. 

Экспериментальное устройство для соединения стекла и крем-
ния электростатическим методом приведено на рис. 1.14. 
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Рис. 1.14. Схематическое изображение приспособ-
ления для соединения стекла и кремния в электро-
                             статическом поле: 

1 – кремниевая пластина; 2 – стекло; 3 – анод; 4 – нагреватель 
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Стеклянная и кремниевая пластины, находящиеся в тесном 
контакте, помещаются на нагреватель, который обеспечивает на-
грев до температуры соединения 300...500 °С. При этих темпера-
турах стекло обладает заметной ионной проводимостью, так что 
приложение внешнего электрического поля с разностью потен-
циалов до 1000 В между стеклом и кремнием приводит в движе-
ние положительные ионы Na

+
 в стекле. При правильной поляр-

ности включения (минус – на стекле) эти ионы уходят от 
поверхности раздела стекло – кремний вглубь стекла, а остаю-
щиеся неподвижные отрицательно заряженные ионы приводят к 
возникновению электростатического поля в воздушном зазоре 
между стеклом и кремнием. Этот зазор, размер которого около 
1 мкм, можно наблюдать по интерференционным кольцам. Про-
исхождение его связано с наличием микронеровностей на границе 
раздела соединяемых пластин. 

Электростатическое взаимодействие положительного заряда на 
кремниевой пластине и отрицательного на стекле уменьшает воз-
душный зазор и сглаживает микронеровности. Возникающий тес-
ный контакт обеспечивает установление межатомных связей, объ-
единяющих атомы стекла и полупроводника. Процесс соединения 
можно контролировать по току, протекающему в цепи. В первона-
чальный момент, когда только начинаются движение ионов Na и 
формирование областей пространственного заряда, ток имеет мак-
симальное значение, а затем постепенно уменьшается. 

Когда формирование области пространственного заряда завер-
шается, протекающий ток достигает минимума и процесс соедине-
ния заканчивается. В зависимости от температуры и приложенной 
разности потенциалов процесс соединения длится от единиц до 
десятков минут. 

Силы электростатического взаимодействия играют существен-
ную роль в обеспечении прочного соединения и начала электрохи-
мических реакций между стеклом и кремнием. Если на поверх-
ность кремния или стекла нанести тонкую и узкую полоску 
металла, например алюминия, электростатическое взаимодействие 
обеспечит прочное герметичное соединение между стеклом и 
кремнием даже в этом случае. 

В современных конструкциях компонентов микросистем стек-
ло широко применяется в качестве подложки, что обусловлено хо-
рошими прочностными характеристиками соединения кремний – 
стекло, невысокой стоимостью стекла и возможностью управления 
его свойствами путем изменения состава. Принципиально важно 
при выборе сорта стекла, чтобы его температурный коэффициент 
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линейного расширения как можно лучше соответствовал анало-
гичному коэффициенту кремния. При выполнении этого условия 
внутренние термомеханические напряжения и соответствующие 
им деформации, вызванные различием указанных коэффициентов, 
будут меньше. В настоящее время в качестве наиболее приемлемо-
го сорта стекла для подложек широко применяется стекло марки 
Pirex-7740. 

Для уменьшения термомеханических напряжений в системе 
кремний – подложка в последнее десятилетие стали все шире при-
менять соединение кремний – кремний. Чтобы реализовать такое 
соединение электростатическим методом, на каждую кремниевую 
пластину необходимо нанести слой боросиликатного стекла тол-
щиной не менее 4 мкм, который при контакте действует подобно 
слою стекла в описанной выше схеме соединения. Поскольку слой 
стекла после соединения имеет толщину, значительно меньшую, 
чем толщина соединяемых кремниевых пластин, термомеханиче-
ские напряжения оказываются много меньшими, чем при соедине-
нии кремния со стеклянной подложкой. 

Совершенно иной путь для соединения кремниевых пластин 
предложен в работе [8]. Вместо нанесения слоев стекла на первом 
этапе проводилось окисление соединяемых поверхностей кремние-
вых пластин в атмосфере кислорода, содержащего пары воды. На 
втором этапе к пластинам прикладывалась разность потенциалов 
около 20 В и пластины нагревались в инертной атмосфере до тем-
пературы 1100...1200 °С. Электростатическое поле концентрирует-
ся в основном в тонком слое двуокиси кремния с общей толщиной 
около двух микрометров и способствует тесному контакту пластин 
между собой. 

В этом способе соединения в электростатическом поле проис-

ходит миграция ионов водорода Н
+
 и гидроксильных групп ОН

–
, 

что перераспределяет электрические заряды, увеличивает силу 
притяжения пластин между собой и облегчает дальнейшее уста-
новление атомных связей между соединяемыми структурами. 

Важным достоинством описанного способа является отсутст-
вие в технологическом процессе соединения высокоподвижных 
ионов натрия, которые приводят к нестабильности работы элек-
трических цепей сенсоров. Недостаток способа связан с высокой 
температурой проведения процесса из-за возможности разрушения 
пленочных проводников, выполняемых обычно из алюминия. Во 
многих случаях, особенно в емкостных сенсорах, это препятствие 
удается обойти разумной организацией технологического процесса 
изготовления прибора. 
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1.3.9. ПРЯМОЕ СОЕДИНЕНИЕ КРЕМНИЙ – КРЕМНИЙ 

Широкое применение в производстве полупроводниковых 
структур электростатического метода соединения привело исследо-
вателей и разработчиков к попыткам прямого соединения кремние-
вых пластин без какого-либо промежуточного слоя и без приложения 
электрического поля. Первое упоминание о таком способе соедине-
ния относится к 1966 году и описано в патенте США № 3288656  
Т. Накамуры. Подробные исследования механизма соединения от-
носятся к более позднему периоду, начиная с 1986 года [9]. 

В технике прямого сращивания особую роль играют чистота и 
плоскопараллельность соединяемых поверхностей, поскольку это 
обеспечивает плотный контакт. Связь между пластинами устанав-
ливается благодаря химическим реакциям на поверхности с уча-
стием атомов кремния и молекул воды. 

Процесс прямого сращивания кремниевых пластин проходит в 
несколько этапов. На первом этапе поверхность кремниевой пла-
стины становится гидрофильной, т. е. активно взаимодействует с 
молекулами воды. Гидрофильного состояния поверхности можно 
достигнуть обработкой в растворах, содержащих воду, перекись 
водорода Н2О2 и соляную кислоту НС1 в пропорции 6:1:1, или в 
травителе, содержащем перекись водорода и серную кислоту, или в 
горячей азотной кислоте и т.д. 

Реальная поверхность кремния всегда содержит тонкий слой 
двуокиси кремния толщиной около 30 Å, который образуется при 
комнатной температуре естественным путем от взаимодействия с 
кислородом воздуха. 

На гидрофильной поверхности капелька воды хорошо растека-
ется по пластине и поверхностные атомы кремния, входящие в со-
став естественного окисла SiO2, активно взаимодействуют с моле-
кулами воды. 

При приведении в контакт двух гидрофильных поверхностей 
при комнатной температуре возникают связи между силанольными 
группами (Si – ОН) противоположных поверхностей. Эти связи 
относительно слабые, и для их упрочнения проводят температур-
ную обработку (отжиг). Диапазон температур, используемых при 
отжиге, достаточно широк – от 300 до 1000 °С. 

В процессе отжига относительно слабые связи между сила-
нольными группами Si-OH – Si-OH заменяются на более прочные 
Si-O-Si. Прочность соединения тем выше, чем выше температура 
отжига. Конкретное значение последней выбирается в зависимости 
от требований к прочности соединения, которое, в свою очередь, 
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определяется условиями работы компонентов микросистем. В на-
стоящее время метод прямого сращивания получает все большее 
распространение, что вызвано практически полным отсутствием 
термомеханических напряжений у соединяемых пластин. 

1.4. ПРИМЕНЕНИЕ МИКРОСИСТЕМНЫХ ТЕХНОЛОГИЙ  
ДЛЯ СОЗДАНИЯ СЕНСОРОВ 

Самое первое и коммерчески наиболее успешное применение 
микроэлектронные технологии, описанные в предыдущих разде-
лах, нашли в производстве кремниевых сенсоров давления на тен-
зорезистивном эффекте. В простейшем случае электрическая схема 
такого сенсора представляет собой полный мост Уитстона, образо-
ванный четырьмя тензорезисторами, расположенными специаль-
ным образом на кремниевой пластине (рис. 1.15). 

Кремниевая пластина играет роль упругого элемента, деформа-
ция которого под воздействием измеряемого давления приводит к 
изменению сопротивления тензорезистора 

 
0

l l t t

R
S S

R
, 

где 0R  – сопротивление недеформированного тензорезистора;  

R  – изменение сопротивления тензорезистора под действием де-

формации упругого элемента; ,l tS S – продольная и поперечная 

тензочувствительности; ,l t – продольные и поперечные дефор-

мации тензорезистора. 
Тензочувствительность зависит от степени легирования и кри-

сталлографической ориентации тензорезистора. 
Сам тензорезистор формируется в кремниевой пластине мето-

дами термической диффузии или ионной имплантации примеси. В 
подавляющем большинстве современных сенсоров давления тен-
зорезисторы создаются легированием бором исходной кремниевой 
пластины n-типа. Поэтому тензорезисторы имеют p-тип проводи-
мости и изолированы от остальной кремниевой пластины с помо-
щью p-n-перехода. Поверхность исходной кремниевой пластины 
совпадает с кристаллографической плоскостью (100). Пластины с 
такой ориентацией широко применяют как в обычной микроэлек-
тронике для производства интегральных схем, так и для производ-
ства сенсоров давления, что удешевляет их стоимость. Тензорези-
сторы располагаются в тех местах кремниевой пластины, где их 
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деформация под действием измеряемого давления достигает мак-
симального значения. Поскольку тензорезистор составляет часть 
кремниевой пластины, ее деформации полностью передаются на 
тензорезистор, а не теряются частично в клеевом слое, как это име-
ет место в случае приклеиваемых тензорезисторов. 
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Рис. 1.15. Схема включения тензорезисто-
                  ров сенсора давления: 

1 – тензорезисторы,  2 – край упругого элемента,  3 – 
 межконтактные соединения; 4 – контактные площадки 

 
Для повышения чувствительности сенсора к измеряемому дав-

лению тензорезисторам придают определенную кристаллографи-
ческую ориентацию. Тензорезисторы p-типа на пластинах с ориен-
тацией плоскости (100) располагают вдоль кристаллографических 
направлений [110]. В микроэлектронных сенсорах кремниевая пла-
стина играет двоякую роль: во-первых, в ней формируется элек-
трическая схема сенсора, а во-вторых, пластина выполняет функ-
цию упругого элемента, в котором измеряемое механическое 
воздействие превращается в деформацию. В сенсорах давления  
70-х годов упругие элементы имели круглую плоскую форму и 
приклеивались по контуру к корпуса сенсора. К клеевому соедине-
нию предъявлялись жесткие требования: оно должно быть герме-
тичным, обеспечивать жесткое закрепление (защемление) краев 
упругого элемента, сохранять работоспособность в широком интер-
вале температур и не вносить термомеханических напряжений. 
Этим противоречивым требованиям удовлетворить оказалось очень 
сложно, и с начала 80-х годов в сенсорах давления стали широко 
применяться профилированные упругие элементы, которые созда-
вались с помощью техники жидкостного анизотропного травления. 
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Для этого со стороны кремниевой пластины, не содержащей 
тензорезисторов, производят анизотропное травление, в ходе кото-
рого кремний послойно удаляется и формируется упругий элемент 
с заданными толщиной и размерами. На рис. 1.16 показаны типич-
ные формы кремниевых упругих элементов – квадратная и прямо-
угольная. 

В упругом элементе имеются тонкая часть (мембрана) 2 и 
кольцо жесткости 3 толщиной, равной толщине исходной кремние-
вой пластины. Благодаря большому различию по толщине между 
мембраной и кольцом жесткости (обычно не менее 10 раз) под дей-
ствием измеряемого давления наибольшие деформации возникают у 
краев мембраны. Кольцо жесткости обеспечивает фиксированное 
положение краев мембраны и служит для присоединения кристалла 
к остальным частям сенсора. Благодаря тому, что области размеще-
ния тензорезисторов 1 и плоскость присоединения упругого элемен-
та 4 пространственно разделены, происходит развязка по механиче-
ским напряжениям, возникающим при сборке сенсора. 

Операция изготовления упругого элемента анизотропным трав-
лением не типична для микроэлектроники, производящей инте-
гральные схемы. В современных сенсорах размеры мембраны ле-
жат в диапазоне а = 2.5...0.5 мм, а толщина h = 20…100 мкм. 

Поскольку стандартная толщина исходных кремниевых пла-
стин составляет около 500 мкм, при создании профилированного 
упругого элемента требуется удалить слой кремния толщиной 
400...480 мкм, что требует длительного времени травления. Поэто-
му операция формирования упругого элемента является очень от-
ветственной и выполняется на заключительном этапе технологиче-
ского процесса изготовления кристалла сенсора давления. 

Технологический маршрут изготовления кристалла сенсора 
давления включает несколько этапов. 
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Рис. 1.16. Основные формы кремниевых упругих элементов, получаемых 
анизотропным травлением: 

а – квадратная; б – прямоугольная; в – сечение упругого элемента: 1 – тензорезисторы,  
2 – мембрана; 3 – кольцо жесткости; 4 – плоскость присоединения упругого элемента  

к остальным частям сенсора 



Глава 1. ЭТАПЫ ТЕХНОЛОГИИ СОЗДАНИЯ КРЕМНИЕВЫХ МИКРОСИСТЕМ… 62 

Первый этап. На кремниевой пластине, полированной с двух 
сторон, путем термического окисления создают слои двуокиси 
кремния, выполняющие на последующих этапах изготовления роль 
защитной маски. 

Второй этап. На стороне, где предполагается создать электри-
ческую цепь, с помощью фотолитографии удаляют слои двуокиси 
кремния в тех местах пластины, где должны находиться тензорези-
сторы. В этих местах поверхность кремния оказывается открытой. 

Третий этап. С помощью метода ионной имплантации атомов 
бора проводят легирование областей тензорезисторов. Этот про-
цесс происходит при комнатной температуре. Для устранения де-
фектов, возникших в кристаллической решетке во время процесса 
имплантации, выполняют высокотемпературный отжиг. При этом 
на поверхности тензорезистора образуется новый тонкий слой дву-
окиси кремния, который играет роль защитной маски, предохра-
няющей тензорезистор от неблагоприятного воздействия окру-
жающей среды. В этом слое с помощью специальной 
фотолитографии удаляют двуокись кремния в тех местах, где 
должны быть металлические контакты тензорезисторов. 

Четвертый этап. На пластину напыляют пленку алюминия 
толщиной 0.1...0.2 мкм. С помощью еще одной фотолитографии 
формируют металлическую разводку, объединяющую отдельные 
тензорезисторы в мостовую схему. 

Пятый этап. На поверхность пластины наносят еще один за-
щитный слой двуокиси кремния, в котором методом фотолитогра-
фии открываются окна под контакты для электрического присое-
динения кристалла к выводным контактам сенсора. 

Шестой этап. Это наиболее ответственный этап производства 
кристалла для сенсоров давления. На стороне кремниевой пласти-
ны, противоположной той, где создана электрическая схема, с по-
мощью фотолитографии вскрывается окно в SiO2 для травления 
кремния. Далее проводится анизотропное травление, например, в 
30 %-ном водном растворе КОН, в результате чего формируется 
упругий элемент необходимой толщины. 

Седьмой этап. Пластина кремния разделяется резкой, напри-
мер с помощью лазера, на отдельные кристаллы. 

Процесс изготовления кристалла сенсора давления заканчива-
ют контролем сопротивления тензорезисторов и толщины упругого 
элемента. При производстве сенсоров предъявляются жесткие тре-
бования к равенству сопротивления тензорезисторов мостовой 
схемы. Разброс по сопротивлению между тензорезисторами, как 
правило, не должен превышать ±0.2 %. Еще более жесткие требо-
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вания предъявляются к качеству анизотропного травления при 
формировании упругого элемента. Заданная толщина упругого 
элемента должна воспроизводиться с абсолютной погрешностью 
не хуже 1 мкм, что при средней глубине травления в 450 мкм пред-
ставляет сложную задачу. 

В современных сенсорах давления обязательным элементом 
конструкции является термокомпенсирующая пластина. Именно к 
ней крепят кристалл сенсора давления. В свою очередь термоком-
пенсирующую пластину тем или иным способом присоединяют к 
корпусу сенсора. Пластина предназначена для уменьшения термо-
механических напряжений, возникающих из-за различия в темпе-
ратурных коэффициентах линейного расширения кремния и мате-
риала корпуса (обычно это металл или пластмасса). Кроме того, 
термокомпенсирующая пластина ослабляет механические напря-
жения от установки кристалла в корпус сенсора. 

Термокомпенсирующая пластина изготавливается либо из 
стекла, либо из кремния. К пластине из стекла кристалл присоеди-
няется электростатическим методом, описанным выше. 

Наиболее привлекателен в качестве материала компенсирую-
щей пластины кремний. В этом случае термомеханические напря-
жения сводятся к минимуму. Основной проблемой, возникающей 
при использовании кремния для термокомпенсирующей пластины, 
является способ соединения с кристаллом. Наиболее естественно 
прямое сращивание кремния. Однако из-за того, что на кристалле 
сенсора уже сформирована электрическая схема, температура в 
процессе сращивания не должна превышать 400 С, а прямое сра-
щивание требует более высоких температур. Поэтому наибольшее 
практическое значение получил метод соединения через тонкий 
стеклянный слой, для чего на кремниевую термокомпенсирующую 
подложку наносится слой легкоплавкого стекла толщиной 
15...100 мкм. При повышении температуры до 400 °С стекло пла-
вится и прочно соединяет части сенсора между собой. Соединение 
можно проводить с применением электростатического поля. 

Для сенсоров абсолютного давления термокомпенсирующая 
пластина – сплошная, а процесс соединения происходит в вакууме. 
Для сенсоров относительного давления в термокомпенсирующей 
пластине предварительно делают отверстие для подачи опорного 
давления. 

Тензопреобразователь вместе с термокомпенсирующей пласти-
ной присоединяют к корпусу сенсора обычно с помощью клея или 
легкоплавкого стекла. На рис. 1.17 показано устройство сенсора 
абсолютного давления типа MX фирмы Motorola [10]. 
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Внешние металлические контактные проводники 5 находятся в 
одной плоскости и на такой же высоте, что и кристалл 1. Это по-
зволяет с помощью стандартного оборудования для производства 
интегральных схем соединять контакты кристалла с внешними 
электрическими выводами сенсора, что удешевляет стоимость 
производства. 

На кристаллах сенсоров давления, кроме тензорезисторов, 
обычно создаются дополнительные резисторы для балансировки 
мостовой схемы и компенсации температурной зависимости тензо-
чувствительности. Эти резисторы, как правило, создаются после 
того, как сформирована тензорезистивная схема, балансировка ну-
ля и тензочувствительности производится путем лазерной подгон-
ки сопротивлений дополнительных резисторов. 

 

4
3 2
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Рис. 1.17. Конструкция сенсора абсолютного 
давления типа MX Motorola: 

1 – кристалл сенсора давления; 2 – соединение кремния с 
термокомпенсирующей  пластиной; 3 – термокомпенси-
рующая пластина; 4 – соединение термокомпенсирую-
щей пластины с корпусом; 5 – внешние выводы; 6 – за-
                              щитное покрытие 

 

На заключительном этапе сборки на поверхность кристалла 
сенсора давления наносят защитное покрытие, предохраняющее 
кристалл от воздействия влаги и агрессивных веществ окружаю-
щей среды. Защитное покрытие должно обладать хорошей эла-
стичностью, чтобы не создавать дополнительных термомеханиче-
ских напряжений в упругом элементе. Для этих целей хорошо 
подходят кремнийорганические гели. 

В существующих сенсорах измеряемое давление подается в ос-
новном со стороны вытравленной полости, возникшей при форми-
ровании упругого элемента, и иногда с противоположной стороны. 
Если измеряемое давление подается со стороны тензорезисторов, 
то это предъявляет особенно жесткие требования к качеству и на-
дежности защитной пленки. 
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Специфические проблемы возникают при создании катетерных 
сенсоров давления. Такие сенсоры предназначены для измерений в 
полых органах или кровеносной системе человека или животных. 
Особенностью конструкции этих сенсоров являются сверхмалые 
габаритные размеры, главным образом в поперечном направлении. 
При уменьшении габаритных размеров кристалла сенсора возни-
кают конструктивные ограничения, связанные с применением ани-
зотропного травления при формировании упругого элемента. В 
ходе травления образуются боковые скосы, размеры которых при-
мерно равны глубине травления. Поперечный размер кристалла 
сенсора давления складывается из размеров кольца жесткости, бо-
ковых скосов упругого элемента и мембраны. При глубине травле-
ния 450 мкм размеры кольца жесткости и боковых скосов состав-
ляют около 2000 мкм и к этой величине необходимо добавить еще 
размеры мембраны. Во многих случаях такие размеры катетерного 
сенсора представляются слишком большими. 

Возможность дальнейшего уменьшения поперечных размеров 
кристалла сенсора при применении метода анизотропного травле-
ния практически исчерпана. Поэтому необходим новый подход к 
сборке элементов конструкции сенсора. Такой подход открывает 
технология прямого сращивания кремния. В качестве иллюстрации 
применения нового метода сборки ниже приведена схема техноло-
гического маршрута создания чувствительного элемента сенсора 
давления катетерного типа с рекордно малыми габаритами: длиной 
900 мкм, шириной 400 мкм и толщиной 150 мкм и мембраной раз-
мером 250 мкм. Сенсор разработан в американской фирме Lukas 
Nova Sensor [11]. 

На первом этапе изготовления (рис. 1.18) используют стан-
дартные кремниевые пластины n-типа, которые имеют высокока-
чественную полировку только с одной стороны. На пластине с 
двух сторон создается защитная маска из двуокиси кремния. Затем 
проводят двустороннюю фотолитографию, в результате чего на 
полированной стороне пластины в защитной маске открывается 
система полосок шириной 100 мкм. На противоположной стороне 
пластины в слое двуокиси кремния формируются углубления, ко-
торые используют как знаки совмещения для последующих опера-
ций сборки. 

После операции фотолитографии производят анизотропное 
травление кремния в водном растворе KОН до глубины, где проис-
ходит самоостановка процесса травления из-за смыкания плоскостей 
(111).  При ширине полоски у поверхности в 100 мкм самоостановка 
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Рис. 1.18. Схема технологического маршрута изготовления  
                                    катетерного сенсора давления 

 

произойдет на глубине 100 2h  мкм. В результате этой опера-

ции на пластине возникает система канавок с треугольным сечени-
ем, через которые впоследствии подмембранные полости упругих 
элементов сообщаются с атмосферой. 

На втором этапе изготовления окисную маску на полированной 
стороне пластины удаляют и поверхность кремния обрабатывают в 
гидрофильном растворе. После этого при температуре 900 °С произ-
водят прямое сращивание со второй пластиной, которая закрывает 
треугольные углубления первой пластины. Образовавшееся прочное 
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соединение между пластинами позволяет в последующем техноло-
гическом процессе оперировать со сдвоенной пластиной как с еди-
ной монокристаллической структурой. Далее шлифуют и полируют 
верхнюю присоединенную пластину. В результате этой операции 
толщина второй пластины доводится до 60 мкм (рис. 1.18, б).  

На третьем этапе изготовления сдвоенная система пластин  
со скрытыми канавками поступает на операцию термического 
окисления кремния, в результате на поверхности пластины созда-
ется защитная маска из двуокиси кремния. На полированной сто-
роне сдвоенной системы пластин проводят операцию фотолито-
графии, в результате в защитной маске открываются окна 

размером 250  250 мкм. Затем следует операция анизотропного 
травления в водном растворе KОН до той поры, пока травление не 
дойдет до первой пластины. В результате формируется подмем-
бранная полость упругого элемента, которая соединена каналом 
треугольного сечения, по которому передается атмосферное давле-
ние (рис. 1.18, в). 

На четвертом этапе изготовления защитную маску на поверх-
ности второй пластины удаляют и открытую поверхность кремния 
обрабатывают в гидрофильном растворе. Далее проводится прямое 
сращивание кремния с третьей кремниевой пластиной. Эта пласти-
на имеет эпитаксиальный слой n-кремния толщиной 5 мкм, выра-
щенный на исходном кремнии p-типа. 

Сращивание ведется по эпитаксиальной поверхности третьей 
пластины. В результате получается структура, состоящая из трех 
частей (рис. 1.18, г). Вытравленные полости и канавки оказывают-
ся вновь скрытыми. 

На пятом этапе изготовления с помощью операций шлифовки, 
полировки и травления с третьей пластины удаляется весь кремний 
p-типа, так что остается только эпитаксиальный слой кремния 
толщиной 5 мкм, который прочно соединен со второй пластиной. В 
результате образуется структура, в которой роль упругого элемен-

та играет эпитаксиальная пленка размерами 250  250  5 мкм. Бо-
ковые скосы в полости под упругим элементом направлены 
встречно друг другу, а не в разные стороны, как это имеет место 
при обычной схеме изготовления упругого элемента с использова-
нием анизотропного травления (см., например, рис. 1.6). Это явля-
ется принципиальным моментом конструкции представленного ва-
рианта кристалла сенсора. Получившаяся структура показана на 
рис. 1.18, д. Далее на ней по биполярной технологии формируются 
четыре тензорезистора p-типа, соединенных по мостовой схеме. 
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На заключительном этапе изготовления всю кремниевую сбор-
ку, содержащую тензорезисторы, еще раз подвергают механиче-
ской обработке. На этот раз шлифуется первая пластина, служив-
шая до тех пор основанием сборки. Шлифовку производят до тех 
пор, пока общая высота сборки не станет равной 150 мкм. После 
этого всю пластину разрезают на отдельные кристаллы, которые 

имеют размеры 900  400  150 мкм. Общий вид кристалла сенсора 
показан на рис. 1.13. 

Экспериментальные исследования сенсора давления, собранно-
го на основе описанного выше кристалла, показали, что его чувст-
вительность 

 вых 30 мкВ В мм.рт.ст
U

S
EP

, 

где выхU  – выходной сигнал мостовой схемы, мВ; P – измеряемое 

давление, мм рт. ст.; E – напряжение питания мостовой схемы, В. 
Представленная схема технологического процесса создания 

кристалла сенсора давления, хотя и достаточно трудоемка, позво-
ляет получить сенсоры с характеристиками, которых иными техно-
логическими путями достичь сложно или невозможно. 

Фирмам, выпускающим серийные сенсоры, предстоит серьез-
ная работа по освоению новых технологий. До сих пор их деятель-
ность концентрировалась вокруг изготовления все более сложных 
электрических схем на кристалле сенсора. Применение новых тех-
нологий формообразования и сборки позволит наиболее полно ис-
пользовать возможности кремния и микроэлектронных технологий 
для обеспечения массового выпуска высокоточных и дешевых сен-
соров. 
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НАПРЯЖЕНИЯ И ДЕФОРМАЦИИ  
В МИКРОМЕХАНИЧЕСКИХ СИСТЕМАХ 

В данной главе рассматривается математическое описание ме-
ханических напряжений и деформаций в компонентах микросис-
тем. Вначале вводятся основные понятия, касающиеся тензоров 
напряжений и деформаций, а также потенциальной энергии де-
формированного твердого тела. Во второй части главы приведены 
основные уравнения теории упругости и в качестве простейшего 
примера рассмотрен изгиб балок. 

При написании формул в этой главе будет широко применяться 
правило «суммирования по повторяющемуся индексу», введенное 
А. Эйнштейном: 

 
1

, 1,
n

i i i i

i

x y x y i n . 

Это правило делает запись различных соотношений менее гро-
моздкой, а формулы выглядят более компактными. 

Подробный вывод ряда формул в этой главе достаточно гро-
моздкий, поэтому в тексте намечен путь вычислений и приведены 
конечные результаты, что важно для понимания и практического 
использования. Промежуточные вычисления читатель при желании 
может проделать самостоятельно. 

2.1. ОСНОВНЫЕ ТИПЫ УПРУГИХ ЭЛЕМЕНТОВ 

В состав микросистем входят упругие элементы (УЭ), в кото-
рых внешние воздействия различного рода приводят к деформации 
и изменению их потенциальной энергии. Далее эти изменения в 
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микросистемах могут использоваться различным образом. К на-
стоящему времени имеется несколько основных типов упругих 
элементов, которые получили широкое практическое применение. 
Применимость того или иного типа упругих элементов в значи-
тельной мере определяется технологией их изготовления и соот-
ветствием основным идеям технологии микросистемной техники.  

Упругие элементы балочного типа. Упругие элементы этого 
типа обычно представляют собой прямоугольную кремниевую ба-
лочку, жесткозащемленную с 
одной стороны (рис. 2.1). На 
балочку может действовать со-
средоточенная или распреде-
ленная нагрузка, под действием 
которой балочка изгибается. 
Деформация кристаллической 
решетки может использоваться 
для управления, например, со-
противлением тензорезисторов 
или положением в пространстве 
иглы туннельного микроскопа. 

Вопрос о способе реализации жесткого защемления очень важ-
ный. В первоначальных работах защемление пытались реализовать 
с помощью приклеивания балочки к металлическому основанию. 
Из-за большой диссипации энергии в месте защемления и малой 
надежности клеевого соединения от такого способа защемления 
быстро отказались.  

Сейчас жесткое защемление реализуется в рамках технологии 
микропрофилирования, причем балочка и область защемления 
представляют собой единое целое (единый монокристалл). Для 
обеспечения жесткого защемления можно также применять методы 
прямого сращивания кремния и анодную посадку. 

Упругие элементы можно классифицировать: а) по форме ба-
лочки в плане и по профилю; б) по способу нагружения: точечный, 
равномерный, неравномерный (рис. 2.2). 

Конструктивная реализация этих способов нагружения может 
быть весьма разнообразной. Например, точечную нагрузку можно 
реализовать через воздействие штока весоизмерительного устройства. 
Распределенная нагрузка может быть вызвана силами инерции или 
взаимодействием упругого элемента с набегающим потоком газа. 

Особый интерес представляют конструктивные реализации спо-
собов  нагружения в виде тонких пленок проводящего слоя металла  

1

2

Р

 
 

Рис. 2.1. Консольно-защемленный 
упругий элемент балочного типа: 

1 – область защемления, 2 – упругий элемент 
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Прямоугольная Сложной формы 
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Плоская Профилированная 

Рис. 2.2. Варианты форм и профилей упругих элементов балочного типа 

 
или магнетика, нанесенных на поверхность балочки и взаимодей-
ствующих с электро- или магнитостатическим полем. В последнее 
время для управления упругими элементами микросистемной тех-
ники все более широкое применение находят тонкие пьезоэлектри-
ческие слои или слои другого материала, отличающиеся по коэффи-
циенту линейного расширения от кремния (биморфные слои) [1]. 

Упругие элементы балочного типа с консольным защемлением 
нашли широкое применение в акселерометрах и разнообразных 
актюаторах.  

Двухопорные упругие элементы балочного типа. Балочные 
элементы могут иметь и две области защемления. Схема нагруже-
ния таких элементов приведена на рис. 2.3. Нагружение таких ба-
лок проще всего реализовать за счет действия электростатических 
сил. Такого рода упругие элементы могут применяться в световых 
модуляторах, электрических выключателях или клапанах [2]. 

 
Р

 
 

Рис. 2.3. Схема нагружения упругого элемента 
с двумя областями защемления 

 
Упругие элементы мембранного типа. Упругие элементы 

данного типа представляют собой тонкую монокристаллическую 
пластинку, жесткозащемленную по контуру. Наименование «мем-
бранный» отражает тот факт, что толщина упругого элемента мно-
го меньше двух других его размеров и, на наш взгляд, является не-
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удачным. В теории упругости мембранами называют тонкие пла-
стинки с пренебрежимо малой изгибной жесткостью [3]. В реаль-
ных упругих элементах изгибные жесткости, как будет видно из 
дальнейшего, играют определяющую роль. В данной книге, учиты-
вая широкую распространенность, мы будем пользоваться терми-
ном «мембрана», имея в виду сделанное выше замечание.  

Так же, как и балочные, упругие элементы мембранного типа 
можно классифицировать: а) по форме – круглые, квадратные, 
прямоугольные, треугольные, многоугольные и сложные формы; 
б) по профилю сечения – плоские, профилированные с одним же-
стким центром или с несколькими жесткими центрам (рис. 2.4). В 
настоящее время чаще всего применяются квадратные мембраны. 
 

1 2 3  
 

 
 

Рис. 2.4. Виды упругих элементов мембранного типа: 

1 – кольцо жесткости, 2 – мембрана, 3 – жесткий центр 

 
В упругих элементах мембранного типа качество защемления 

играет даже более важную роль, чем в балочных. Во всех совре-
менных конструкциях упругих элементов мембрана и кольцо жест-
кости составляют либо единое целое (монокристалл), либо два мо-
нокристалла, соединенных методом прямого сращивания. 
Появление, наряду с плоскими упругими элементами, элементов с 
жесткими центрами связано с попытками улучшить метрологиче-
ские характеристики компонентов микросистемной техники. Наи-
большее применение упругие элементы мембранного типа находят 
в сенсорах давления и в качестве подвижных диафрагм микронасо-
сов и микроинжекторов. 

В подавляющем большинстве случаев нагрузка на мембрану 
распределяется по ее площади равномерно. В подвижных элемен-
тах актюаторов распределение нагрузки обычно имеет ярко выра-
женный неравномерный характер. 

Торсионные зеркала. Торсионные зеркала представляют со-
бой тонкую кремниевую пластинку, прикрепленную с помощью 
тонких полосок (торсионов) к рамке-основанию. Вся конструк-
ция – это единый монокристалл кремния (рис. 2.5). 
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Рис. 2.5. Схема торсионного зеркала: 

1 – рамка-основание, 2 – микрозеркало, 3 – торсионные под-

вески, 4 – управляющие электроды 

 
Электрическое поле, для которого микрозеркало является од-

ной из обкладок конденсатора, заставляет зеркало поворачиваться 
на угол, зависящий от величины поля и жесткости торсионных ни-
тей. Упругая энергия, запасенная в конструкции при повороте, воз-
вращает зеркало в исходное состояние при снятии управляющего 
напряжения. 

Торсионные зеркала в настоящее время широко применяются в 
разнообразных модуляторах света [4]. 

Упругие элементы гребенчатого типа. Эти упругие элементы 
представляют собой систему двух гребенчатых электродов, отде-
ленных друг от друга небольшим воздушным зазором. Один из 
электродов неподвижен, а другой может перемещаться, так что 
расстояние между электродами может изменяться при возникнове-
нии электростатического взаимодействия (рис. 2.6).  

 
 

 

4 

2 
  

4 
 

Рис. 2.6. Упругий элемент гребенчатого типа: 

1 – области закрепления гребенчатых структур, 2 – непод-

вижные электроды, 3 – подвижные электроды 
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При перемещении подвижного электрода происходит измене-
ние его упругой потенциальной энергии, которая возвращает под-
вижный электрод в равновесное состояние при прекращении элек-
тростатического взаимодействия. 

Упругие элементы такого типа находят применение в акселеро-
метрах, оптических ключах и специальных микромеханизмах [5]. 

2.2. ТЕНЗОР МЕХАНИЧЕСКИХ НАПРЯЖЕНИЙ 

Если на упругий элемент сенсора или актюатора действует 
внешняя сила, например измеряемое механическое воздействие, то 
упругий элемент находится в напряженном состоянии. При этом 
любая часть элемента действует на соседнюю с некоторой силой. 
Любой объем твердого тела, находящийся в напряженном состоя-
нии, в общем случае испытывает влияние сил двух типов: 1) объ-
емных сил, действующих на все части упругого элемента, таких 
как силы инерции или сила тяжести, величина которых пропор-
циональна объему элемента; 2) сил, действующих через поверх-
ность любого элементарного объема упругого элемента со стороны 
окружающих частей. Такие силы пропорциональны площади по-
верхности. Величина силы, отнесенная к единице площади, имену-
ется напряжением.  

Пусть в теле упругого элемента выделена малая площадка S  и 
ее ориентация в пространстве задается с помощью вектора внеш-

ней нормали 1 2 3l l l l . Равнодействующую сил на площадке S  

обозначим F , тогда отношение /F S T  дает вектор механиче-
ских напряжений, действующих на 
эту площадку (рис. 2.7). 

В пределе, при 0S , вектор 
напряжений описывает силовое воз-

действие в точке 1 2 3, ,M x x x  твер-

дого тела. При этом величина векто-
ров напряжений зависит от 
ориентации в пространстве площадки 

S , которую можно выбирать произ-
вольным способом, но так, чтобы все-
гда включалась точка М. Для одно-
значного описания напряженного 
состояния твердого тела оказалось 
целесообразно пользоваться набором 

x

F

l

M

x

S

2

3

x3

 
 

Рис. 2.7. Ориентация векто-
ров силы и нормали на пло-
                щадке S  
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из девяти коэффициентов линейного преобразования, связывающе-

го декартовы компоненты  вектора напряжения 1 2 3T T T T  и векто-

ра нормали 1 2 3l l l l  к площадке S  в точке М: 

 

1 11 1 12 2 13 3

2 21 1 22 2 23 3

3 31 1 32 2 33 3

,

,

.

T T l T l T l

T T l T l T l

T T l T l T l

  (2.2.1) 

Набор чисел , , 1,2,3,ikT i k  образует тензор второго ранга, име-

нуемый тензором механических напряжений. По определению [6] 
тензор второго ранга описывает физическую величину в некоторой 

системе координат 3
2
 числами (компонентами ijT ), которые при пре-

образовании координат (повороте) изменяются согласно уравнениям 

 ij ik jl klT T , (2.2.2) 

где [ ]  – матрица направляющих косинусов, связывающих «ста-

рую» 1 2 3, ,x x x  и «новую» системы координат 1 2 3, ,x x x . Эта 

матрица строится по правилу 

 

1 2 3

1 11 12 13

2 21 22 23

3 31 32 33

x x x

x

x

x

, (2.2.3) 

где cos( , )ij i jx x  и т.д. 
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Рис. 2.8. Системы координат матрицы (2.2.3) 
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Матрица направляющих косинусов обладает несколькими важ-
ными свойствами, позволяющими контролировать правильность ее 
составления:  

 , , , 1,2,3ik jk ij i j k . (2.2.4) 

Величина, стоящая в правой части формулы (2.2.4), – дельта-
символ Кронекера, определяемый равенством 

 
0 ,

1 .
ij

i j

i j
 

Транспонированная матрица направляющих косинусов являет-
ся одновременно и обратной по отношению к исходной, что при-
водит к равенству: 

 

11 12 13 11 21 31

21 22 23 12 22 32

31 32 33 13 23 33

1 0 0

0 1 0

0 0 1

. (2.2.5) 

Физический смысл компонент ijT  очевиден из рис. 2.9, где 

представлены силы, действующие на грани единичного куба в од-
нородно напряженном теле. Через каждую грань будет передавать-
ся сила, действующая со стороны внешних частей тела на внутрен-
нюю область куба. 

Силу, приложенную к каждой грани, можно разложить на три 

компоненты. Тогда ijT  означает i -ю компоненту, действующую в 

направлении оси iox  на грань 

куба, перпендикулярную к jox . 

Диагональные компоненты 11,T  

22 33,T T  именуются также нор-

мальными компонентами и 
описывают напряжения растя-
жения или сжатия на площадях, 
перпендикулярных к осям 

1 2 3( , , )x x x . Недиагональные ком-

поненты i j  описывают сдви-

говые механические напряже-
ния, когда сила действует 
касательно плоскости соответ-

x2
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x3

Т33

Т13 Т23

Т31

Т11

Т21

Т32

Т22

Т12
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Рис. 2.9. Силы, действующие на гра-
ни единичного куба в однородно на-
                пряженном теле 
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ствующей площадки. Сдвиговые напряжения стремятся исказить 
форму единичного куба.  

В условиях статического равновесия, когда куб не вращается, 
момент сил, приложенных к нему, должен быть равным нулю. Это 
приводит к равенству 

 ij jiT T ,   i j ,    (2.2.6) 

т. е. тензор механических напряжений является симметричным. 
Строго говоря, условие (2.2.6) выполняется, когда нет моментов от 
объемных сил [6], возникающих в присутствии электрических или 
магнитных полей. 

Если в пределах упругого элемента компоненты тензора на-
пряжений не зависят от координаты, то напряженное состояние 
однородное. В случае наличия такой зависимости напряженное 
состояние неоднородное. 

Компоненты тензора напряжений, как следует из его определе-
ния, зависят от выбора системы координат. Всегда можно выбрать 
такую систему, в которой тензор получит диагональный вид 

 

11

22

33

0 0

0 0

0 0

ij

T

T T

T

. 

Оси координат, в которых тензор приобретает диагональную 
форму, именуются главными. Для однородного напряженного со-
стояния направления главных осей одинаковы по всему упругому 
элементу, для неоднородного напряженного состояния направле-
ния главных осей меняются от точки к точке. В зависимости от 
структуры тензора в главных осях различают несколько важных 
случаев напряженного состояния упругих элементов. 

Одноосное напряжение: 

 

11 0 0

0 0 0

0 0 0

ij

T

T . (2.2.7) 

Плоское напряженное состояние 

 

11

22

0 0

0 0

0 0 0

ij

T

T T . (2.2.8) 
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Гидростатическое сжатие 

 

0 0

0 0

0 0

ij

T

T T

T

. (2.2.9) 

При написании последнего тензора учтено, что положительный 
знак напряжений соответствует растяжению. 

Плоский сдвиг 

 

0 0

0 0

0 0 0

ij

T

T T . (2.2.10) 

Поворотом главных осей на 45  тензор напряжений приводит-
ся к диагональной форме. 

Симметрия тензора напряжений позволяет ввести матрицу на-
пряжений, которая содержит шесть компонент: 

 

1

2
11 12 13

3
21 22 23

4
31 32 33

5

6

T

T
T T T

T
T T T

T
T T T

T

T

. (2.2.11) 

Связь между компонентами тензора напряжений и соответст-
вующей матрицы особенно проста: 

 11 1 22 2 33 3 23 32 4, , , ,T T T T T T T T T  

 13 31 5 12 21 6,T T T T T T .   (2.2.12) 

При проектировании упругих элементов часто возникает задача 
расчета напряжения вдоль некоторого направления, определяемого 

единичным вектором 1 2 3l l l l , по известному в данной точке тен-

зору напряжений. Искомое напряжение можно получить, применяя 
общее определение тензора второго ранга (2.2.2). Эти расчеты,  
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однако, удобнее приводить в матричной форме. Напряжения вдоль 

направления l  равны 

 

11 12 13 1

1 2 3 21 22 23 2

31 32 33 3

l

T T T l

T l l l T T T l

T T T l

.    (2.2.13) 

Формула (2.2.13) – частный случай закона преобразований 
компонент тензора второго ранга, записанного в матричной форме: 

    

11 12 13 11 12 13 11 12 13 11 21 31

21 22 23 21 22 23 21 22 23 12 22 32

31 32 33 31 32 33 31 32 33 13 23 33

T T T T T T

T T T T T T

T T T T T T

. (2.2.14) 

Такая форма записи закона преобразования является с практи-
ческой точки зрения наиболее удобной. 

2.3. ТЕНЗОР ДЕФОРМАЦИЙ 

Упругие элементы микромеханических систем, находящиеся в 
напряженном состоянии, деформируются, т. е. расстояние и взаим-
ная ориентация двух любых точек, относящихся к упругому эле-
менту, изменяются. В теории упругости смещения любой точки 
твердого тела при деформации описываются с помощью вектора 

смещения u , компоненты которого в общем случае зависят от по-

ложения точки в недеформированном теле, 1 2 3u x x x . 

При исследовании разнообразных физических явлений в мик-
росистемной технике ключевое значение имеет не абсолютное 
смещение точек, а их относительное перемещение и, следователь-
но, относительные деформации. Кроме того, практическое значе-
ние имеют только малые смещения, что обусловлено, в первую 
очередь, хрупким характером разрушения кремния. 

Для пояснения идеи математического описания деформации 
рассмотрим растяжение тонкой пластинки (рис. 2.10). Выберем 
систему координат и зафиксируем ее в пространстве (система ко-
ординат неподвижна!). Под действием механических напряжений 

пластинка деформируется и точка М с координатами 1 2x x  пере-

мещается в точку M  с координатами 1 1x u  и 2 2x u . Величины 



2.3. Тензор деформации 

 

81 

1u  и 2u  – компоненты вектора 

смещения точки М, 1 2u u u  в 

выбранной системе координат. 
Выделим на недеформиро-

ванной пластинке малую пря-

моугольную область 1 2 3M Q Q Q  

со сторонами 1x  и 2x , па-

раллельными осям 1 2иx x . 

После деформации эта об-
ласть изменяет свои размеры 
и форму и имеет обозначение 

1 2 3M Q O Q . Отрезок MM  

представляет собой вектор смещения точки М. Изменение размера 

проекции отрезка 1MQ  на ось 1x  можно охарактеризовать отноше-

нием  

 1
11

1

u
e

x
. (2.3.1) 

Поворот отрезка 1 1M Q  относительно оси 1x  можно охарактеризо-

вать углом 

 2

1 1

tg
u

x u
. (2.3.2) 

Поскольку углы поворота малы (следствие малости деформа-

ции), tg  и в знаменателе 1 1u x , из (2.3.2), получаем 

 2
21

1

u
e

x
 . (2.3.3) 

Рассматривая аналогичным образом изменение размеров и по-

ложения стороны 2M Q , можно получить соотношения 

 2
22

2

u
e

x
,     1

12
2

u
e

x
.  (2.3.4) 

В пределе, при 1 2и 0x x , четыре безразмерные величины 

, , 1,2ije i j , характеризуют деформацию пластинки в точке. Более 

точно деформированное состояние упругого элемента описывает 

x

Q

e

QМ

x

e

1

2

x1

Q
2

1

2

u1

Q
1

12
21

u2

x1

Q
3

М
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Рис. 2.10. Определение компонент де- 
 формаций при плоском растяжении 
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тензор деформации ij , построенный как симметризованная ком-

бинация из ije : 

 

1 1 2

1 2 1

1 2 2

2 1 2

1

2

1

2

ij

u u u

x x x

u u u

x x x

.     (2.3.5) 

Применение симметризованных комбинаций частных произ-
водных позволяет исключить не интересные для теории упругости 
вращения пластинки как целого, когда расстояние и взаимное по-
ложение точек упруго элемента не изменяются. 

В случае трех измерений, когда вектор смещения точки М  

зависит от трех координат 1 2 3M x x x , общий подход к определе-

нию тензора деформаций, изложенный выше, полностью сохраня-
ется. Трехмерный тензор деформаций определяется симметризо-
ванными выражениями [6]: 

 
1

2

ji
ij

j i

uu

x x
,    1 1, 1,2,3i j ,   (2.3.6) 

или в развернутом виде 

 

31 1 2 1

1 2 1 3 1

31 2 2 2

2 1 2 3 2

3 3 31 2

3 1 3 2 3

1 1

2 2

1 1

2 2

1 1

2 2

ij

uu u u u

x x x x x

uu u u u

x x x x x

u u uu u

x x x x x

. 

Диагональные компоненты ij  в (2.3.6) описывают удлинение 

или сжатие сторон элементарного объема, остальные компоненты 
представляют сдвиговые деформации, характеризующие измене-
ние углов между прямыми. Например, если в недеформированном 
упругом элементе две прямые образуют прямой угол, то после де-
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формации угол будет равен 130.5 2 . Аналогично можно ин-

терпретировать 23 31и .  

Деформации называются однородными, если компоненты тен-
зора не зависят от координат. В этом случае компоненты вектора 
смещений линейно зависят от координат точек в упругом эле-
менте: 

 , , 1,2,3
iji ju x i j . (2.3.7) 

Так как тензор деформаций является симметричным, его можно 
привести к главным осям: 

 

11 12 13 1

21 22 23 2

31 32 33 3

0 0

0 0

0 0

. (2.3.8) 

Для однородных деформаций направления главных осей оди-
наковы по всему упругому телу. В случае неоднородной деформа-
ции ориентация главных осей может меняться от точки к точке.  

Если в матрице (2.3.8) 1 2 3 , то это соответствует 

деформации гидростатического сжатия. 

Если 11 22 0.5  и 33 , так что сумма диагональных 

компонент (шпур тензора) равна нулю, то имеем случай чистого 
сдвига. Этот тип деформаций характеризуется изменением только 
формы, но не объема любого выделенного элемента в твердом те-
ле. Для плосконапряженного состояния тензор деформации чисто-
го сдвига имеет вид 

 

0 0

0 0

0 0 0

ij .   (2.3.9) 

При проектировании упругих элементов микросистемной тех-
ники часто приходится находить деформацию в заданном направ-

лении, определяемом вектором l . Эта деформация определяет от-
носительное изменение размеров отрезка в направлении вектора 

l . Используя общие соотношения (2.3.13), получаем 

 ij j i

L
l l

L
.    (2.3.10) 
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Выражение (2.3.10) приобретает особенно простой вид, если 
тензор деформации имеет диагональную форму: 

 2 2 2
1 11 2 22 3 33l l l .  (2.3.11) 

Симметричность тензора деформаций позволяет рассматривать 
его независимые компоненты как составляющие шестимерного 
вектора. Переход от компонент тензора деформации к компонен-
там шестимерного вектора происходит по правилу 

       
11 1 22 2 33 3

12 21 6 13 31 5 23 32 4

, , ,

2 2 , 2 2 , 2 2 .
  (2.3.12) 

Тогда тензору деформации сопоставляется матрица-столбец 

 

1

2
11 12 13

3
21 22 23

4
31 32 33

5

6

. (2.3.13) 

Компоненты матрицы (2.3.13) не преобразуются по закону 
(2.2.2) при повороте системы координат. 

В заключение раздела отметим, что определение тензора де-
формаций (2.3.6) предполагает, что произведениями вида 

/ /i j k mu x u x  можно пренебречь как величинами высшего по-

рядка малости по компонентам вектора смещений. В ряде частных 
случаев, когда отдельные компоненты вектора смещения не явля-
ются малыми (например, в оболочках), общее выражение компо-
нент тензора деформаций необходимо уточнять, включая вторые 
производные. 

2.4. ЗАКОН ГУКА ДЛЯ АНИЗОТРОПНЫХ  
УПРУГИХ ЭЛЕМЕНТОВ 

Закон Гука устанавливает связь между механическими напря-
жениями и деформациями твердых тел. Кремниевые упругие эле-
менты обладают анизотропными упругими свойствами, поэтому 
закон Гука записывается в тензорной форме 

 ij ijkl klS T , (2.4.1) 

здесь ijklS  – тензор упругих податливостей.  
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Закон Гука можно записать в виде обратного соотношения 

 ij ijkl klT C , (2.4.2) 

где коэффициенты ijklC  – компоненты тензора упругих жест-

костей. 
Тензоры податливостей и жесткостей являются тензорами чет-

вертого ранга и имеют в общем случае 43 81  компоненту. Сим-
метрия тензоров деформаций и напряжений приводит к тому, что 

тензоры ijklS  и ijklC симметричны по первому и второму, а также 

третьему и четвертому индексам, что следует из симметрии тензо-
ров напряжений и деформаций. Кроме того, эти тензоры симмет-

ричны по перестановке первой и второй пар индексов, ijkl klijS S  

(см. разд. 2.3). Благодаря этому число независимых компонент тен-
зоров упругих податливостей и жесткостей сокращается до 21. 

Свойства симметрии тензоров упругих податливостей и жест-
костей позволяет ввести матрицы податливостей и жесткостей 
размерности 6 6 , с которыми значительно удобнее работать, чем 
с тензорами. Наиболее проста связь между тензорами и матричны-
ми элементами для матрицы упругих жесткостей: 

 ijklC C ,  

 
11 22 33 32 23 13 31 12 21

1 2 3 4 5 6

ij kl
, (2.4.3) 

где, например, 1122 12C C , 1321 56C C . 

Для матрицы упругих податливостей переход от тензорных 
обозначений к матричным происходит по правилу 

 ijklS S ,  если   3   и  3 , 

 
1

2
ijklS S ,  если  3   или  3 ,    (2.4.4) 

 
1

4
ijklS S ,  если  3  и 3 . 



Глава 2. НАПРЯЖЕНИЯ И ДЕФОРМАЦИИ В МИКРОМЕХАНИЧЕСКИХ СИСТЕМАХ 

 

86 

Матричные сокращения пар индексов, определенные соотно-
шениями (2.4.3) и (2.4.4), позволяют представить тензоры упругих 
податливостей и жесткостей в виде симметричных 6 6  матриц, 
например: 

 

11 12 13 14 15 16

21 22 23 24 25 26

31 32 33 34 35 36

41 42 43 44 45 46

51 52 53 54 55 56

61 62 63 64 65 66

C C C C C C

C C C C C C

C C C C C C
C

C C C C C C

C C C C C C

C C C C C C

. (2.4.5) 

Закон Гука в матричной форме записывается особенно просто: 

 S T    или   T C . (2.4.6) 

Внутренняя симметрия кристаллической структуры дополни-
тельно уменьшает число независимых компонент тензора, а следо-
вательно, и матриц упругости и жесткости. Для важнейших полу-
проводников, таких как Si, Ge, GaAs, симметрия кристаллической 
решетки уменьшает число независимых компонент до трех: 

 

11 12 12

12 11 12

12 12 11

44

44

44

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

S S S

S S S

S S S
S

S

S

S

. (2.4.7) 

Структура матрицы жесткостей C  аналогична (2.4.7). 

Для изотропной среды, в которой все направления равноправ-
ны по физическим свойствам, матрицы упругих жесткостей и  
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податливостей содержат лишь две независимые компоненты – 

11 12иS S  или 11 12иC С : 

 Сij =

11 12 12

12 11 12

12 12 11

11 12

11 12

11 12

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0 0 0
2

0 0 0 0 0
2

0 0 0 0 0
2

C C C

C C C

C C C

C C

C C

C C

, (2.4.8) 

Sij  = 

11 12 12

12 11 12

12 12 11

11 12

11 12

11 12

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0 2 0 0

0 0 0 0 2 0

0 0 0 0 0 2

S S S

S S S

S S S

S S

S S

S S

. (2.4.9) 

Зная компоненты матриц податливостей, можно вычислить 
компоненты матрицы упругих жесткостей и наоборот. Из закона 
Гука получаются следующие соотношения между компонентами 
матриц для кремния и других кристаллов, обладающих кубической 
симметрией: 

 11 12
11

11 12 11 122

S S
C

S S S S
, 12

12
11 12 11 122

S
C

S S S S
, 

44
44

11 12 12
11 12

11 12 11 12 11 12 11 12

1
,

, ,
2

C
S

C C C
S S

C C C C C C C C

(2.4.10) 

 44
44

1
S

C
. 
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Упругие податливости и жесткости для кремния приведены в 
табл. 2.1 [7]. 

 
Т а б л и ц а  2.1 

Данные по упругим податливостям и жесткости для кремния 

11 210 м /НijS  11 210 Н/мijC  

11S  12S  44S  11C  12C  44C  

0.774 –0.216 1.26 1.65 0.640 0.792 
 
Значения податливостей и жесткостей приведены для кремния 

в системе основных кристаллографических осей [100]. Именно в 
этих осях структура тензора упругих податливостей и жесткостей, 
например (2.4.7), наиболее простая. Выбор любой другой системы 
координат требует пересчета компонент тензора. При этом, как 
правило, возрастает число отличных от нуля компонент и услож-
няется структура тензора. Компоненты тензора 4-го ранга при пе-
реходе от одной системы координат к другой преобразуются по 
закону [6] 

 ijkl im jn kp lq mnpqS S ,     (2.4.11) 

здесь mnpqS  – компоненты тензора в исходной системе координат 

1 2 3x x x ; ijklS  – компоненты тензора в новой системе координат 

1 2 3x x x ; ij  – матрица направляющих косинусов. 

Преобразованием (2.4.11) неудобно пользоваться из-за его гро-
моздкости. Удобнее иметь дело с матрицами упругих податливо-
стей и жесткостей, однако для компонент матриц нельзя записать 
общего соотношения типа (2.4.11). Из матрицы направляющих ко-
синусов можно построить специальную матрицу преобразования 
A  (см. ниже табл. 4.4), содержащую 6 6  компонент, которая по-
зволяет рассчитать матрицу упругих постоянных или жесткостей в 
новых осях по формуле  

 [ ] [ ][ ][ ]S A S A . 

Здесь A  – транспонированная матрица преобразования A .  
Для кристаллов, обладающих симметрией кремния, удобно 

пользоваться формулой [8] 

 44
12

4
ijkl ij kl ik jl il jk

S
S S  
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3

44
11 12

1

, 1, 2, 3
2

in jn kn ln
n

S
S S n . (2.4.12) 

Здесь ijklS  – компоненты тензора упругих податливостей в новой 

системе координат;  – матрица направляющих косинусов; ij  – 

символ Кронекера. 
Далее можно воспользоваться формулами перехода от тензор-

ных обозначений к матричным и соотношениями между упругими 
податливостями и жесткостями (2.4.3), (2.4.10). В табл. 2.2 приве-
дены отличные от нуля компоненты матриц упругих податливо-
стей для двух систем координат, которые часто встречаются на 
практике. 

 

Т а б л и ц а  2.2 

Компоненты матриц упругих податливостей для двух систем координат 

 

11 210 м /HijS  

11S  12S  22S  66S  

1 110x  0.591 –0.214 0.768 1.256 

2 001x      

3 110x      

1 110x  0.591 –0.155 0.591 1.492 

2 112x      

3 111x      

 

Кремний является материалом с выраженной анизотропией уп-
ругих свойств. Это проявляется, в частности, в угловой зависимости 
модуля Юнга, входящего в обычное выражение для закона Гука: 

 T E , 

где T  и  – напряжения и деформации вдоль одного направления. 
Если из слитка кремния вырезать полоски, имеющие различ-

ную кристаллографическую ориентацию, то модуль Юнга будет 
зависеть от выбранной ориентации в соответствии с соотношением 

 
2 2 2 2 2 244

11 11 12 1 2 1 3 2 3

1

2
2

E
S

S S S l l l l l l

,    (2.4.13) 
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где 1 2 3, ,l l l  – направляющие косинусы длинной оси полоски по от-

ношению к главным осям 100 . Наибольшее значение 

11 21.87 10 Н/м модуль Юнга в кремнии имеет для направления 

111 , наименьшее 11 21.3 10 Н/м  – для направления 100 . 

Анизотропия упругих свойств кремния проявляется и в том, 
что коэффициент Пуассона зависит от кристаллографической ори-
ентации сторон кремниевой полоски: 

 12

11

S

S
, 

здесь штрих означает, что вычисления нужно вести в системе ко-
ординат, связанной со сторонами образца. 

Если 1 2 3, ,m m m  – направляющие косинусы оси, ортогональной 

к вектору l , то угловая зависимость коэффициента Пуассона мо-
жет быть представлена выражением 

 

2 2 2 2 2 2
12 1 1 2 2 3 3

2 2 2 2 2 2
11 1 2 2 3 1 3

2

2

A

A

S S l m l m l m

S S l l l l l l
,         (2.4.14) 

где 11 12 442AS S S S . 

Угловые зависимости модуля Юнга и коэффициента Пуассона 
для важнейшей кристаллографической плоскости (100), как следу-
ет из (2.4.13) и (2.4.14), имеют вид 

 
1

2 2 5
100 0.768 0.704cos sin 10 МПа , (2.4.15) 

 
2 2

100 2 2

0.214 0.708cos sin

0.768 0.708cos sin
,  (2.4.16) 

если угол  отсчитывать от оси [010]. 
 

Т а б л и ц а  2.3 

Максимальные и минимальные значения коэффициентов Юнга и Пуассона 

Плоскость 11
max 10 ПаE  9

min 10 ПаE  max  min  

(111) 1.69, изотропия 0.262, изотропия 

(100) 1.69 1.30 0.279 0.064 

(110) 1.87 1.30 0.384 0.143 
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В табл. 2.3 приведены максимальные и минимальные значения 
модуля Юнга и коэффициентов Пуассона для важнейших кристал-
лографических плоскостей. 

В плоскости (111) модуль Юнга и коэффициент Пуассона не 
зависят от направления. 

2.5. ВАЖНЕЙШИЕ УРАВНЕНИЯ ТЕОРИИ УПРУГОСТИ 

2.5.1. УРАВНЕНИЕ ДВИЖЕНИЯ 

Выделим внутри напряженного твердого тела элементарный 
прямоугольный параллелепипед с началом координат в его центре 

и размерами ребер 1 2 3, иx x x , параллельных одноименным 

осям. На выделенный объем действуют как силы со стороны ос-
тальных частей твердого тела, которые описываются тензором на-

пряжений ijT , так и объемные силы, например сила тяжести, кото-

рая характеризуются вектором ускорения g  с проекциями 

, 1, 2, 3,ig i  в системе координат, связанной с элементарным объ-

емом. В силу малости размеров выделенного объема компоненты 
тензора напряжений можно разложить в ряд Макларена и ограни-
читься первыми двумя членами, например: 

 1 11 1
11 11

1

,0,0 0
2 2

x T x
T T

x
 . (2.5.1) 

Таким образом, механические напряжения, действующие на 
граничные площадки элемента, выражаются через напряжения в 
центре элементарного объема и производные от напряжений. 

Результирующая сила от компоненты напряжения 11T , дейст-

вующая на выделенный объем в направлении оси 1ox , будет равна 

 11 11 1
1 11 1 2 3 11 2 3

1 1

1
0 0

2 2

T T x
F T x x x T x x

x x
 

 11
1 2 3

1

T
x x x

x
.  (2.5.2) 

В направлении 1ox  действуют еще и силы, приложенные к 

площадкам, перпендикулярным к осям 2 3иx x : 

 1312
2 1 2 3 3 1 2 3

2 3

,
TT

F x x x F x x x
x x

. (2.5.3) 
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Сила тяжести относится к объемным силам. Ее величина равна 
произведению массы на ускорение силы тяжести: 

 1 2 3 , 1, 2, 3gi iF x x x g i , (2.5.4) 

где  – плотность твердого тела. 

Произведение 1 2 3x x x M  имеет смысл массы выделен-

ного объема. Учитывая (2.5.2) – (2.5.4), согласно второму закону 
Ньютона получаем 

 1 2 3 1 1 2 3 1 1 2 3 1gF F F F x x x g x x x x . (2.5.5) 

Сокращая (2.5.5) на произведение 1 2 3x x x , запишем [6] 

 1311 12
1 1

1 2 3

TT T
g x

x x x
 . (2.5.6) 

Рассматривая силы, действующие вдоль осей 2 3иx x , можно 

получить еще два аналогичных уравнения. В итоге получаются ос-
новные уравнения теории упругости, представляющие в сущности 
специальную форму записи второго закона Ньютона: 

 , , 1, 2, 3
ij

i i
j

T
g x i j

x
 . (2.5.7) 

Если все части тела находятся в статическом равновесии, то 
уравнение (2.5.7) принимает более простой вид: 

 
ij

i
j

T
g

x
.       (2.5.8) 

Это уравнение статического равновесия упругого тела с учетом 
силы тяжести. Если ее не учитывают, например, из-за малости, то 
уравнение (2.5.8) принимает особенно простой вид: 

 0
ij

j

T

x
.    (2.5.9) 

Уравнения движения (2.5.7) или статики (2.5.8) и (2.5.9) явля-
ются основными уравнениями теории упругости.  
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2.5.2. УРАВНЕНИЯ НЕРАЗРЫВНОСТИ ДЕФОРМАЦИЙ 

Определение напряженного состояния в упругом элементе под 
действием заданных внешних сил является одной из основных за-
дач теории упругости. Напряженное состояние упругого элемента 
с учетом симметрии описывается шестью компонентами тензора 
напряжений, а уравнений движения (2.5.7) или статики (2.5.8)–
(2.5.9) – только тремя. Чтобы получить недостающие уравнения, 
следует рассмотреть упругую деформацию твердого тела. 

Как видно из уравнения (2.3.6), компоненты тензора деформа-
ций выражаются через производные от трех компонент вектора 
смещения. Из-за этого появляется зависимость между производ-
ными от тензора деформаций, которые в теории упругости имену-
ются уравнениями неразрывности. Проще всего установить связь 

между компонентами тензора деформаций 11 22 12, и ,  которые 

играют основную роль при описании плоских деформаций. Пря-
мым дифференциированием (2.3.6) легко показать справедливость 
соотношения [9]: 

 
2 2 2

11 22 12

2 2
1 22 1

2
x xx x

. (2.5.10) 

Это частный пример из системы уравнений неразрывности, ко-
торые в общей форме записи имеют вид [10] 

 
2 2 2 2

2

ik ll il kl

i k k l i ll
x x x x x xx

, (2.5.11) 

где , , 1,2,3i k l , причем 11 22 33, или , илиll . 

Уравнения (2.5.11) образуют дополнительную систему из шес-
ти дифференциальных уравнений, которым должны удовлетворять 
компоненты тензора деформаций. В уравнения неразрывности 
обычно подставляются деформации, выраженные через напряже-
ния по закону Гука. Если к уравнениям (2.5.7) и (2.5.11) добавить 
граничные условия – значения компонент тензора напряжений на 
поверхности тела, то задача математически становится полностью 
определенной и допускает единственное решение. 

2.6. ЭНЕРГИЯ ДЕФОРМИРОВАННОГО ТВЕРДОГО ТЕЛА 

Работа внешних сил, приложенных к твердому телу, полностью 
превращается в его потенциальную энергию, если деформация 
происходит изотермически и обратимо. Предполагая далее выпол-
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нение этих условий, рассмотрим изменение потенциальной энер-
гии единичного элементарного объема, выделенного в твердом те-

ле, на грани которого действуют механические напряжения iT , а 

сам объем испытывает однородную деформацию i . 

Если компоненты деформации возрастают с i  до i id , где 

id  – малые приращения деформаций, то работа, производимая 

напряжениями iT , в тензорных обозначениях будет равна 

 , , 1,2,3ij ijd T d i j . (2.6.1) 

По своей структуре работа (2.6.1) полностью аналогична рабо-
те, производимой внешней силой при растяжении обычной пружи-
ны. Выражая напряжение через деформацию по закону Гука, полу-
чаем 

 ij j id C d . 

Эта работа идет на изменение свободной энергии ,dF  равной 

при выбранных условиях изменению потенциальной энергии :dU  

 , , 1,2...6.ij j id dF dU C d i j  (2.6.2) 

Из (2.6.2) следует, что компоненты тензора упругих жесткостей 
можно представить в виде 

 
2

ij
i j

F
C . (2.6.3) 

Поскольку свободная энергия есть функция состояния тела, по-
рядок дифференцирования в (2.6.3) не играет роли, откуда следует 
симметричность тензоров жесткости и, по аналогии, упругости по 
перестановкам первой и второй пары индексов (в тензорных обо-
значениях): 

 ,ij ji ij jiC C S S . (2.6.4) 

Интегрируя (2.6.2) по объему V  деформированного тела, полу-
чаем для потенциальной энергии общее выражение [6] 

 
2

ij j i

V

C
U dv . (2.6.5) 
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Подынтегральная функция 

 
2

ij i jC
u      (2.6.6) 

именуется удельной потенциальной энергией деформированного 
тела. 

Потенциальная энергия деформированного тела играет ключе-
вую роль при решении многих задач теории упругости, поскольку 
входит в два фундаментальных вариационных принципа механики: 
принципа возможных перемещений и принципа Лагранжа. 

Принцип возможных перемещений утверждает, что если механи-
ческая система (твердое тело) находится в равновесии, то сумма работ 
всех действующих на систему внешних и внутренних сил на всяком 
бесконечно малом возможном перемещении равна нулю [11]: 

 вш вн 0 , (2.6.7) 

где вш вни  – работы внешних и внутренних сил на выбран-

ном перемещении. Поскольку работа внутренних сил равна убыли 

потенциальной энергии ( вн U ), на том же перемещении, то 

из (2.6.7) получаем 

 вш 0U . (2.6.8) 

Если полагать, что оператор варьирования общий для обоих 
слагаемых, то (2.6.8) можно переписать в виде 

 вш 0U . (2.6.9) 

Разность вшU  именуется полной энергией системы, так что 

0 . Это означает, что полная потенциальная энергия обладает 
свойством экстремальности. 

Вариационный принцип Лагранжа учитывает это свойство и 
утверждает, что из всех возможных состояний равновесия систе-
мы, на которую действуют силы, имеющие потенциал, реализуют-
ся те состояния, для которых полная потенциальная энергия имеет 
стационарное значение. Для задач микросистемной техники наи-
более важны те решения, когда полная энергия минимальна, что 
соответствует устойчивому состоянию: 

 вш minU . (2.6.10) 

В этой формулировке принцип Лагранжа является основой для 
решения огромного количества практических задач. Некоторые 
примеры будут даны в следующей главе. 
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2.7. МЕХАНИЧЕСКИЕ НАПРЯЖЕНИЯ И ДЕФОРМАЦИИ  
В УПРУГОМ ЭЛЕМЕНТЕ БАЛОЧНОГО ТИПА 

Упругие элементы балочного типа чаще всего применяются в 
акселерометрах, некоторых типах измерителей сил или небольших 
давлений [1]. В этом разделе будет рассмотрено напряженное со-
стояние консольно защемленной балочки прямоугольного сечения 
(рис. 2.11), на свободный конец которой действует сосредоточен-
ная сила. Балочка имеет поперечные размеры a b , а начало сис-
темы координат выбрано в центре свободного конца балочки. Для 

определенности будем считать, что оси 1 2 3, ,x x x  совпадают с 

главными кристаллографическими осями 100  кремния. Линия 

действия сосредоточенной силы лежит в плоскости 1 3x ox . 

 

x1

x2

x2

x1

x3

x3

Q 

T

Q 

33

o

o

 
Рис. 2.11 . Схема нагружения балочного  

элемента 

 
В реальном упругом элементе сосредоточенная сила Q  может 

действовать на небольшой участок верхней поверхности. Действи-
тельное распределение механических напряжений вблизи этого 
участка неизвестно, поскольку неизвестна форма поверхности кон-
тактирующего с балочкой тела. Для упрощения математической 
формулировки задачи воспользуемся принципом Сен-Венана, ко-
торый широко применяется при решении задач теории упругости. 
Этот принцип заключается в следующем [12]. Если на какой-либо 
площадке S  поверхности тела действует система сил с главным 

вектором F  и моментом M  и в пределах площадки S  происхо-

дит перераспределение сил, так что F  и M  неизменны, то эти пе-
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рераспределения не скажутся для точек, удаленных от площадки 
на расстояние, превышающее ее максимальный размер.  

Принцип Сен-Венана дает определенную свободу в записи гра-
ничных условий. Пользуясь этим, предположим, что изгибающая 

сила Q  балочки приложена к середине ее сечения 3 0x . Решения, 

найденные для такого характера нагружения, будут справедливы 

для точек балочки 3x b , если b  – максимальный размер сечения. 

При таком характере нагружения верхние волокна балочки бу-
дут растягиваться, а нижние – сжиматься. Учитывая, что толщина 
a  упругих элементов сенсоров много меньше ширины b  и длины 

L , можно считать, что компонента тензора 33T  пропорциональна 

удаленности волокна балочки относительно нейтральной оси, сов-

падающей с осью 1x , т.е. 

 33 1T Kx ,    (2.7.1) 

где K  – коэффициент пропорциональности. Его значение можно 
установить из условия равновесия упругого элемента под действи-

ем нагрузки. Для этого сечением 3x c  выделим часть упругого 

элемента справа от сечения, остальную часть балочки мысленно 
отбросим. Для того чтобы равновесие правой части не нарушалось, 
действие отброшенной левой части заменим силами, распределен-

ными по сечению 3x c  в соответствии с рис. 2.11, где указаны 

направления действия компоненты тензора напряжения 33T . Так 

как «отрезанная» часть упругого элемента находится в равновесии, 
сумма моментов всех сил относительно оси, проходящей через се-

редину сечения 3 constx  параллельно оси 2x , должна быть равна 

нулю 

 
2 2

3 33 1

2 2

0

a b

a b

Q x T x dS , (2.7.2) 

где dS  – элемент поверхности сечения 3x c . 

Подставляя в (2.7.2) вместо 33T  равенство (2.7.1), находим ко-

эффициент пропорциональности K  

 33 3 13

12Q
T x x

a b
. 
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Для всех точек упругого элемента, кроме торцов балочки, 
внешние силы отсутствуют (собственным весом балочки по срав-
нению с силой Q  будем пренебрегать), поэтому для поверхност-

ных точек упругого элемента выполняются равенства 

 
1

11 21 31

2

0a
x

T T T ,     
2

22 12 32

2

0b
x

T T T . (2.7.3) 

Если деформации волокон балочки невелики, то можно счи-
тать, что слои, параллельные боковым граням, не давят друг на 
друга и не стремятся сдвинуть друг друга. Это позволяет принять 

для всех точек сечения 3x c  

 11 12 22 0T T T . (2.7.4) 

Для нахождения остальных компонент 13T  и 23T  необходимо 

использовать уравнения равновесия (2.5.9) и уравнения неразрыв-
ности для тензора деформаций (2.5.11). Соответствующий расчет 
приведен, например, в [10, 12], который дает 

 

2 2
1 12 2

31 3
44

2 23
1 1 3

2

x S xQ Qb
T

ab a S ba
 

 

1

2 12
21

112 2 2
cos ch

ch

n

n

n n
x x

n a b b
n

b

,      (2.7.5) 

 

1

12
32 2 12 3

244 1

112 2 2
sin sh

n

n

S Qb n n
T x x

n aS b aa n ch
b

. 

Вычисления этих компонент тензора напряжений облегчаются 
несколькими обстоятельствами: 

1. Тригонометрические ряды в формулах (2.7.5) быстро сходят-
ся и практически достаточно ограничиться 3-4 членами ряда. 

2. В сенсорах с применением технологии микросистемной тех-
ники тензорезистивные слои имеют малую глубину по сравнению 
с толщиной упругого элемента. Поэтому для всех точек тензорези-

стивного слоя можно принять, что координата 1 0.5x a , т.е. он 
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расположен на поверхности и, как следствие, 31 33T T . Кроме то-

го, тензорезисторы стремятся разместить в центре балочки, когда 

2 0x , что приводит к равенству 32 0T . 

Для узких балочек, когда a b , выражением в фигурных 

скобках для 31T  в (2.7.5) можно пренебречь. Кроме того, хорошо 

выполняется соотношение 31 23T T . В результате тензор напря-

жений будет иметь вид 

 

2
2
13

2
2
1 1 33 3

6
0 0

4

0 0 0

6 12
0

4

ij

Q a
x

a b

T

Q a Q
x x x

a b a b

.  (2.7.6) 

В таком виде тензор встречается в учебном курсе по сопротив-
лению материалов при расчете балки на изгиб. 

Компоненты тензора деформации волокон балочки можно най-
ти, используя закон Гука: 

 1 2 12 3S T ,   3 11 3S T ,   4 44 4S T ,   5 44 5S T ,   6 0 . 

На поверхности упругого элемента выполняются равенства 

4 5 0 . 

Деформация упругого элемента приводит к смещению конца 
балочки. Вертикальная составляющая этого смещения равна [10] 

 
311

0 3

4QS
U L

a b
. (2.7.7) 

Если балочка имеет кристаллографическую ориентацию, от-
личную от рассмотренной, то для расчета деформаций нужно мат-
рицу упругой податливости найти в системе координат, связанной 
со сторонами балочки, и использовать полную систему уравнений 
равновесия и неразрывности деформаций. 

2.8. ИЗГИБ ТОНКИХ ПЛАСТИНОК 

Упругие элементы в виде тонких пластинок (мембран) различ-
ных очертаний широко применяются в микросистемной технике и 
в первую очередь в сенсорах давления. В данном разделе обсужда-
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ется постановка задачи по определению деформаций и напряжений 
нагруженных пластинок. Имея в виду широкое применение сенсо-
ров давления, в качестве нагрузки рассматривается случай равно-
мерного распределения давления по поверхности упругого элемен-
та (рис. 2.12). 

Далее пластинка будет предполагаться тонкой, т. е. ее толщина 
h  много меньше, чем характеристический размер в плане а (на-
пример, диаметр или сторона квадрата). Обычно это условие фор-
мулируется в виде соотношения 

 
1

5
h a . (2.8.1) 

Для кремниевых упругих элементов сенсоров давления вели-
чина воздействующей нагрузки выбирается такой, чтобы она при-
водила к малым прогибам w , когда выполняется соотношение 

 
1

5
w h . (2.8.2) 

При этом связь между измеряемым давлением, прогибом и де-
формацией упругого элемента оказывается линейной. Важно так-
же, что в случае малых прогибов решение многих задач удается 
получить в аналитической форме. 

 

x1

x2

x3

q

 
 

Рис. 2.12. Схема нагружения упругого элемента 

 
Свяжем со срединной плоскостью недеформированной пласти-

ны ортогональную систему координат 1 2 3x x x . На кристаллографи-

ческую ориентацию пластины никаких ограничений не накладыва-
ется. Из условия малости прогибов следует: 

1. Точки срединной плоскости смещаются по вертикали, при-

чем прогибы w  зависят только от координат 1 2x x  в плоскости уп-

ругого элемента. 
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2. Плоскости сечений упругого элемента, перпендикулярные к 
срединной плоскости в недеформированном состоянии, остаются 
перпендикулярными и после приложения нагрузки. 

3. Компоненты тензора напряжений 33 31 32, ,T T T  много меньше 

11 12 22, ,T T T . 

Искривление срединной плоскости приводит к появлению ком-

понент 1u  и 2u  вектора смещения для точек, не принадлежащих 

срединной плоскости. На рис. 2.13 показано возникновение компо-

ненты 1u  вектора смещения точки M . 

 

x1

x1

q=0

q=0

М

М

u  = –x1 3
w
x1

М

М1

 
 

Рис. 2.13. Смещение точек при изгибе упругого 
элемента 

 
Поворот отрезка MM при изгибе приводит к смещению точки 

M  вдоль оси 1x  на величину 

 1 3 sinu x . 

В силу малости прогибов 1sin tg /w x , откуда 

1 3 1( / )u x w x . 

Таким образом, для малых прогибов упругого элемента компо-
ненты вектора смещения точек пластины имеют вид 

 1 3
1

w
u x

x
,    2 3

2

w
u x

x
,    3u w . (2.8.3) 
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Подставляя эти смещения в (2.3.6), находим компоненты тен-
зора деформаций: 

 

2 2

11 3 22 32 2
1 2

2

12 3 33 13 23
1 2

, ,

, 0

w w
x x

x x

w
x

x X

  (2.8.4) 

Далее, используя закон Гука (2.4.6), получаем следующие вы-
ражения для наибольших компонент тензора напряжений: 

 

1 2 6

1 12 22 26

16 26 66

1
T S S S

S S S

,    

11 12 16

2 1 2 6

16 26 66

1
T

S S S

, 

(2.8.5) 

 

11 12 16

6 12 22 26

1 2 6

1
S S S

T S S S ,    

11 12 16

12 22 26

16 26 66

S S S

S S S

S S S

. 

Для нахождения компонент тензора напряжений 13T , 23T , 33T  

необходимо проинтегрировать уравнения равновесия теории упру-
гости с учетом граничных условий. Давление действует вдоль на-

правления 3 ,x  поэтому на поверхностях упругого элемента 

3 / 2x h  компоненты тензора напряжений 13T , 23T  равны нулю. 

Используя эти граничные условия и интегрируя уравнения равно-
весия (2.5.9), получаем 

2
2
3 3 2

2
23 22 66 26 12 16 11 263 3

1 2

2

h
x

w w
T S S S S S S S

x x
 

 
2

2
16 26 12 66 11 22 12

1 2 2

2 2
w

S S S S S S S
x x x

 

 12 26 22 16
1

3 .
w

S S S S
x
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2 3 3
2 2

23 3 12 26 22 16 11 66 163 3
1 2

1

2

h w w
T x S S S S S S S

x x
 

 
2

2
16 26 12 66 11 22 12

1 2 1

2 2
w

S S S S S S S
x x x

 

 12 16 26 11
2

3 .
w

S S S S
x

 (2.8.6) 

Множитель  определен выражением (2.8.5). Во многих слу-
чаях глубина тензорезистивных слоев значительно меньше толщи-
ны пластины, так что для всех точек тензорезистора можно при-

нять 3 / 2x h  и тогда 13T  23 0T . 

Граничные условия для компоненты тензора 33T  имеют вид 

33 0T  при 3 0.5x h  и 33T q  при 3 0.5x h . Малая толщина 

пластины позволяет видоизменить граничные условия без ощути-
мой потери точности, так что решение краевой задачи упрощается. 
Принимается, что приложенная нагрузка q  равномерно распреде-

лена по толщине пластины, что соответствует объемной силе /q h . 

В таком приближении краевая задача для компоненты 33T  тензора 

напряжений принимает вид [12] 

 13 23 33

1 3 3

T T T q

x x x h
,  

1
33

2

0h
x

T . (2.8.7) 

Подставляя в уравнение (2.8.7) найденные выражения для 13T  и 

23T  (2.8.6), получаем после интегрирования 

22 4 4
2 23 3

33 3 22 66 26 11 66 164 4
1 2

2 3 2

x xq h w w
T x S S S S S S

h x x
 

4
2

11 22 12 66 12 16 262 2
1 2

2 2 2
w

S S S S S S S
x x

 

     
4 4

12 16 11 26 12 26 22 163 3
1 2 1 2

4 4
w w

S S S S S S S S
x x x x

. (2.8.8) 
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Поскольку при 3 0.5x h  должно выполняться граничное ус-

ловие 33 0T , из (2.8.8) получаем уравнение на прогибы пластины: 

 
4 4

2 2
22 66 26 11 66 164 4

1 2

w w
S S S S S S

x x
 

 
4

2
11 22 12 12 66 16 262 2

1 2

2 2 2
w

S S S S S S S
x x

 

4 4

12 16 11 26 12 26 22 163 3 3
1 2 1 2

12
4 4

w w q
S S S S S S S S

x x x x h
. (2.8.9) 

Часто уравнение (2.8.9) записывают в компактной форме: 

 1 2L̂w x x q , (2.8.10) 

где L̂  – оператор дифференциального уравнения (2.8.9): 

 
3 4 4

2 2
22 66 26 11 66 164 4

1 2

ˆ
12

h
L S S S S S S

x x
 

 
4

2
11 22 16 26 12 12 66 2 2

1 2

2 2 2S S S S S S S
x x

 

  
4 4

12 16 11 26 12 26 22 163 3
1 2 1 2

4 4S S S S S S S S
x x x x

.  (2.8.11) 
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НАПРЯЖЕНИЯ И ДЕФОРМАЦИИ  
В ПЛОСКИХ УПРУГИХ ЭЛЕМЕНТАХ  

Плоские упругие элементы разных очертаний, жесткозащем-
ленные по контуру, входят в состав разнообразных компонентов 
микросистемной техники, таких как сенсоры давления на тензоре-
зистивном эффекте и на эффекте изменения емкости, в микронасо-
сы и микроинжекторы, световые модуляторы [1].  

Благодаря широте распространения плоских упругих элементов 
задача о нахождении распределения напряжений и деформаций в 
таких элементах приобретает большую практическую значимость 
и, что очень важно, допускает получение решений в аналитической 
форме. Кроме того, она является основой для построения моделей 
более сложных типов упругих элементов, например многослойных 
и профилированных. 

В данной главе приводятся аналитические решения для упру-
гих элементов в виде тонких жесткозащемленных пластин (мем-
бран) различных очертаний – круглых, квадратных, прямоуголь-
ных, треугольных и многоугольных, находящихся под равномерно 
распределенным давлением. Распределение напряжений и дефор-
маций получено в приближении малых прогибов в условиях дейст-
вия статической нагрузки. Случаи, когда прогибы не являются ма-
лыми, а нагрузки – неравномерные или носят динамический 
характер, будут рассмотрены отдельно. Для получения решений в 
аналитической форме широко применяются вариационные методы, 
использующие свойство экстремальности полной энергии упругого 
элемента. 
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3.1. НАПРЯЖЕНИЯ И ДЕФОРМАЦИИ  
В УПРУГИХ ЭЛЕМЕНТАХ КРУГЛОЙ ФОРМЫ 

Круглая форма кремниевых упругих элементов, жестко защем-
ленных по контуру, явилась исторически первой, реализованной в 
сенсорах давления, созданных с применением микроэлектронной 
технологии [2]. Необходимость практической реализации жесткого 
защемления привела к созданию круглых мембран с кольцом жест-
кости, формируемым различными методами – механической обра-
боткой, зонной плавкой с градиентом температуры [3, 4], травлени-
ем. Профилирование анизотропными травителями (см. гл. 1) стало 
основной технологией последних двух десятилетий [5]. Этот метод, 
однако, постепенно вытесняется технологиями сухого травления. 

Круглую форму упругих элементов целесообразно применять, 
когда предъявляются жесткие требования к поперечным размерам 
сенсоров, например, в медицинской технике в торцевых катетер-
ных сенсорах давлений для инвазивных исследований. 

В данном разделе будет рассмотрено распределение механиче-
ских напряжений и деформаций плоской круглой пластины радиу-
са R , подвергающейся равномерному давлению. Условие жесткого 
защемления, которое будет широко использоваться, далее сформу-
лируем в виде 

 |Г 0w ,       

Г

0
w

n
, (3.1.1) 

где n  – нормаль к контуру пластины Г . Первое из условий озна-
чает, что смещение точек контура отсутствует, а второе – что каса-
тельные к срединной плоскости или к верхней и нижней поверхно-

стям пластины параллельны координатной плоскости 1 2x ox  

(рис. 3.1). 
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Рис. 3.1. Схема нагружения круглого  
упругого элемента 
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Граничные условия (3.1.1) годятся для пластинок любых очер-
таний и будут использованы в последующих разделах этой главы. 

Для круглой жестко защемленной пластины решение краевой 
задачи на прогибы (2.7.11)–(3.1.1) имеет вид [6, 7]: 

 

2
2 2
1 2

0 2
1

x x
w w

R
, (3.1.2) 

где 0w  – прогиб центра круглой пластины. Подставив это выраже-

ние для прогибов в уравнение (2.8.9), можно определить 0:w  

 2 2
0 22 66 26 11 66 16

3
3 3

2
w S S S S S S  

 

41
2

11 22 12 12 66 16 26 3
2 2 2

q R
S S S S S S S

h
. (3.1.3) 

Знак прогиба соответствует направлению приложенной внеш-
ней нагрузки в выбранной системе координат. 

Исходя из выражения для прогибов w  и общих выражений для 
компонент вектора смещений и тензора деформаций (2.8.3) и 
(2.8.4) получаем после некоторых преобразований: 
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x x
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R
;  (3.1.4) 
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, 

 
2 2

3 0 1 2
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4 3
1

x w x x

R R
,    3 0

12 1 24
8

x w
x x

R
.  (3.1.5) 

Для расчета компонент тензора напряжений и деформаций 
(3.1.5) нужно подставить в соотношения (2.8.5). Это позволяет по-
лучить напряжения при произвольной анизотропии упругих 
свойств пластинки. 
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В практике изготовления кремниевых сенсоров плоскость упру-
гого элемента обычно совпадает с одной из следующих кристалло-

графических плоскостей: 100 , 110 , 111 . Это связано с тем, что 

в указанных плоскостях тензорезистивный эффект в кремнии может 
быть максимальным, а сами пластины применяются для производ-
ства интегральных схем. Поэтому расчет напряжений в упругих 
элементах с такой ориентацией рассмотрим подробнее. 

Для описания прогибов и напряжений упругих элементов вы-
берем систему координат в соответствии с табл. 3.1. Здесь же ука-
заны упругие податливости в выбранной системе координат. 

 
Т а б л и ц а  3.1 

Ориентация системы координат 

1 1 1 1
1 2 3 11 12 44 22

11 11 11 11

11 11 11 11

11 11

Плоскость , Па , Па , Па , Па

001 100 010 001 0.768 10 0.214 10 1.256 10 0.768 10

111 110 112 111 0.591 10 0.155 10 1.492 10 0.591 10

110 110 001 110 0.591 10 0.214 10 1.25

x x x S S S S

11 116 10 0.768 10

 

 
В выбранной системе координат компоненты матрицы упругих 

податливостей 16S , 26S  равны нулю, что упрощает выражения для 

прогибов: 
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0 3

q R
w m

h
, (3.1.6) 

где 
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2
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. 

Компоненты тензора напряжений и деформаций, как это следу-
ет из (2.8.5), связаны линейными соотношениями вида 

 11 11 12 22
11 2

11 22 12

S S
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S S S
, 

(3.1.7) 
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66

2
T

S
. 
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Поскольку глубина тензорезистивных слоев много меньше, чем 
толщина пластины, наибольший практический интерес имеют на-
пряжения на верхней и нижней поверхностях пластины, когда 

3 / 2x h . Учитывая это, из (3.1.5) получаем 

 
2 2
1 2

11 0 2

3
1

x x

R
,    

2 2
2 2

22 0 2

3
1

x x

R
, 

(3.1.8) 

 1 2
12 0 2

2
x x

R
,    

0
0 2

2 w h

R
 , 

где 0  – деформация на поверхности в центре пластины; 0w  опре-

деляется выражением (3.1.6), причем знак минус соответствует 
верхней поверхности. Компоненты тензора напряжений для всех 
трех плоскостей имеют одинаковую форму: 

 
2 2

11 12 0 11 12 0 22 12 01 2
11 2 2 2 2 2

11 22 12 11 22 12 11 22 12

3 3S S S S S Sx x
T

S S S S S S R S S S R
 

 

2 2 2
1 2

1 1 12 2 2

q R x x
a b c

h R R
, 

 
2 2

22 12 0 11 12 0 22 12 01 2
22 2 2 2 2 2

11 22 12 11 22 12 11 22 12

3 3S S S S S Sx x
T

S S S S S S R S S S R
 

 

2 2 2
1 2

2 2 22 2 2

q R x x
a b c

h R R
, 

 

2
0 1 2 1 2

12 2 2 2
66

2
q Rx x x x

T d
S R R h

. (3.1.9) 

В табл. 3.2 приведены значения всех постоянных в (3.1.9) для 
рассматриваемых плоскостей [8].  

В упругих элементах, плоскость которых совпадает с кристал-

лографической плоскостью 100   или  111 ,  податливости  11S  и  



3.1. Напряжения и деформации в упругих элементах круглой формы 111 

Т а б л и ц а  3.2 

Коэффициенты тензора напряжений и прогиба круглой пластины 

1
1 1 1 2 2 2

11

11

11

Плоскость , Па

100 0.435 1.116 0.625 0.435 0.625 1.116 0.768 0.121 10

111 0.473 1.223 0.670 0.473 0.670 1.223 0.553 0.103 10

110 0.507 1.300 0.728 0.415 0.636 1.026 0.671 0.105 10

a b c a b c d m

 

 

22S  равны, что дополнительно упрощает выражения для компо-

нент тензора напряжений 11T  и 22T . Например, для компоненты 

11T  из (3.1.9) получаем  

 
2 2

0 1 2
11 2 2 2

1 (3 ) (1 3 )
1

E x x
T

R R
,  (3.1.10) 

здесь учтено, что 111/E S  – модуль Юнга и 12 11/S S  – коэф-

фициент Пуассона. Наибольшие механические напряжения возни-
кают на краю упругого элемента, когда x R . Из (3.1.10) получаем 

2 1( 0, ):x x R  

 0
11max

2

1

E
T . (3.1.11) 

Это напряжение вдвое больше, чем в центре пластины 1 2 0x x : 

 0
11 0

1

E
T . 

В кремнии плоскость 111  является плоскостью упругой изотро-

пии, для которой выполняются соотношения 1 2a a , 1 2b c , 1 2c b . 

Это еще более упрощает выражения для нормальных компонент тен-

зора напряжений 11T  и 22 3 :
2

h
T x  

 2 2 2
11 1 22

3
1 (3 ) (1 3 )

8

q
T R x x

h
, 

(3.1.12) 

 2 2 2
22 2 12

3
1 (3 ) (1 3 )

8

q
T R x x

h
. 
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3.2. МЕХАНИЧЕСКИЕ НАПРЯЖЕНИЯ И ДЕФОРМАЦИИ  
В КВАДРАТНОЙ ЖЕСТКОЗАЩЕМЛЕННОЙ ПЛАСТИНЕ 

В настоящее время широкое распространение получили упру-
гие элементы, центральная часть которых представляет квадрат-
ную или прямоугольную тонкую пластинку постоянной толщины, 
находящуюся в условиях жесткого защемления. При измерении 
давления на такую пластинку действует равномерно распределен-
ная нагрузка интенсивностью q . Расчет напряжений и деформаций 

сводится к решению уравнения на прогибы 1 2w x x  пластины с 

соответствующими граничными условиями: 

 

1 2

|Ã

Ã

ˆ ,

0,

,

Lw x x q

w

w

n

 (3.2.1) 

где оператор L̂  определен в общем виде выражением (2.8.11), Г  – 
контур пластины и n  – нормаль к контуру. Решение задачи (3.2.1), 
которое описывает поведение пластины при малых прогибах, мо-
жет быть проведено различными методами, в частности: 

1) интегрированием с применением двойных рядов Фурье [7]. 
Сходимость рядов при этом оказывается не очень быстрой и тре-
буется большой объем вычислений; 

2) применением методов конечных разностей и конечных эле-
ментов [6]. Решение возможно лишь с применением ЭВМ и соот-
ветствующих пакетов программ, например ANSYS, и требует 
большого объема вычислительной работы;  

3) использованием вариационных принципов механики, кратко 
описанных в разд. 2.5 [9]. 

Вариационные методы решения чрезвычайно удобны для мик-
росистемной техники, поскольку позволяют получить результаты в 
аналитической форме и с приемлемой для техники точностью. Су-
ществует несколько модификаций вариационных методов решения: 
энергетический, метод Галеркина – Ритца, комбинированный метод 
Л.В. Конторовича, метод обращения [6], эффективность примене-
ния, которых зависит от конкретной формулировки задачи. 

Для случаев малых прогибов квадратных и прямоугольных уп-
ругих элементов весьма эффективен метод Галеркина – Ритца, суть 
которого состоит в следующем. 
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Задавая виртуальный прогиб точек пластины 1 2w x x , можно 

вычислить работу нагрузки q  либо непосредственно из интеграла  

 1 1 2 1 2q w x x dx dx , (3.2.2) 

либо косвенно, используя выражение 

 2 1 2 1 2 1 2L̂w x x w x x dx dx . (3.2.3) 

Если w  – точное решение, то (3.2.2) и (3.2.3) должны совпа-
дать, как это следует из дифференциального уравнения краевой за-
дачи (3.2.1). Поскольку точное решение неизвестно, его можно 
представить приближенно в виде ряда 

 1 2 1 2
1

n

i i
i

w x x c x x , (3.2.4) 

где функции i , входящие в (3.2.4), удовлетворяют граничным ус-

ловиям (3.2.1). Тип функций i  можно выбрать, ориентируясь на 

ожидаемую форму прогибов упругого элемента, а число членов 
ряда – разумным компромиссом между объемом вычислений и 
точностью получаемых результатов. 

Коэффициенты ic  определим из условия минимума интеграла 

(3.2.5) 

 1 2
ˆ 0Lw q w x x , (3.2.5) 

который по структуре соответствует формулировке принципа Ла-
гранжа в форме (2.6.10). 

Варьируя поочередно коэффициенты ic  в (3.2.4), получаем на-

бор вариаций прогибов 

 1 2 1 2 ,i i iw x x c x x 1,2...i n . (3.2.6) 

Подставляя (3.2.6) в (3.2.5) и учитывая, что 0ic , получаем 

систему уравнений для определения коэффициентов :ic  

 1 2
1

ˆ 0, 1,2...
n

i i i
i

L c q dx dx i n . (3.2.7) 

Численные расчеты напряжений и деформаций будем далее 
приводить для трех основных кристаллографических ориентаций 
плоскости упругого элемента – (100), (110), (111). 
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Ориентацию сторон пла-
стины выберем в соответст-
вии с табл. 3.3. Систему коор-
динат свяжем со срединной 
плоскостью, а начало коорди-
нат поместим в центр пласти-
ны (рис. 3.2). 

В выбранной системе ко-
ординат пластины обладают 
ортотропной упругой симмет-
рией и компоненты матрицы 

упругих податливостей 16S  и 26S  равны нулю. В этом случае опе-

ратор L̂  принимает вид 

 
4 4 4

11 12 66 224 2 2 4
1 1 2 2

ˆ 2 2L D D D D
x x x x

, (3.2.8) 

здесь ijD  – изгибные жесткости анизотропной пластины, выра-

жающиеся через упругие податливости кремния в системе коорди-
нат, связанной со сторонами пластины: 

 
3

22
11 2

11 22 12
12

Sh
D

S S S
,    

3
11

22 2
11 22 12

12

Sh
D

S S S
, 

 (3.2.9) 

 
3

12
12 2

11 22 12
12

Sh
D

S S S
,     

3

66
6612

h
D

S
. 

Значения жесткостей для рассматриваемых плоскостей указаны 
в табл. 3.3. 

 

Т а б л и ц а  3.3 

Изгибные жесткости прямоугольной пластины 

10 10 10 106611 12 22

3 3 3 3
1 2 3

( )

( )

( )

10 , 10 , 10 , 10 ,
Плоскость

Па Па Па Па

100 110 110 001 1.4156 0.08862 1.4156 0.4243

111 110 112 111 1.5142 0.3971 1.5142 0.5585

110 110 001 110 1.5683 0.4370 1.2068 0.6635

DD D D

x x x h h h h

 

q

3x

2x

x1

M
K

 
 

Рис. 3.2. Схема нагружения квадрат-
ного жесткозащемленного упругого 

элемента 
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Граничные условия применительно к рассматриваемому слу-
чаю имеют вид 

 0
ix a

w ,      0, 1,2.

i
i x a

w
i

x
 

Для квадратной пластины прогибы будем искать в виде [9] 

         
2 2 3 3

2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 2 2 1 2w C x a x a C x a x a , (3.2.10) 

где 1C  и 2C  – неизвестные коэффициенты, подлежащие определе-

нию. Варьируя коэффициенты 1C  и 2C  из (3.2.5), получаем систе-

му уравнений для определения iC : 

 
2 2

2 2 2 2
1 2 1 2( ) 0

a

a

Lw q x a x a dx dx


, 

(3.2.11) 

 2 2
3 3

2 2
1 2 1 2( ) 0

a

a

Lw q x a x a dx dx


. 

Компоненты тензора деформаций и напряжений определяют-
ся общими соотношениями (2.8.4) и (2.8.5). Для удобства расче-
тов приведем выражения компонент тензора напряжений через 
прогибы: 

 
2 2

3
11 11 123 2 2

1 2

12x w w
T D D

h x x
, 

 
2 2

3
22 12 223 2 2

1 2

12x w w
T D D

h x x
, (3.2.12) 

 
2

3
12 123 2 2

1 2

24x w
T D

h x x
. 

Толщины тензорезистивного слоя много меньше толщины пла-
стины, так что для проектирования сенсоров давления можно при-

нять координату 3x  равной 3 / 2x h . В этом случае, как показано 

в разд. 2.7, компоненты 13 23 0T T . 
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Решение системы уравнений (3.2.11) с учетом (3.2.12) дает  

следующие выражения для коэффициентов iC  пластины (рис. 3.2) 

со стороной 2a : 

 1 4
11

0.0601
,C q f

D a
,    2 8

11

0.00693
,C q

D a
, 

где 

 
2 2

1 0.673
( , )

1 0.959 1 0.176
f ; 

 
2 2

1 3.402
( , )

1 0.959 1 0.176
; (3.2.13) 

 22

11

D

D
; 12 66

11

2D D

D
. 

Если упругие постоянные вдоль осей 1x  и 2x  одинаковы, то 

1 . В случае упругой изотропии 1 , 1 . 

Учитывая полученные результаты, компоненты тензора напря-
жений квадратного упругого элемента можно представить в форме 

 
2 3

( ) ( )2 2 2 4 2
1 23 1 1 1 5 6 1

i i
iiT a u v a v u u  

2 3
( ) ( )2 2 2 4 2
3 43 1 1 1 5 6 1
i i

a v u a u v v ,  1,2i , (3.2.14) 

 
2 2

2 2 2 2
12 5 61 1 1 1T uv a v u a u v . 

Здесь 1 /u x a , 2 /v x a  – относительные координаты в плоскости 

упругого элемента, коэффициенты ia  определены соотношениями 

(3.2.12): 

 
2

(1) 3
1 3

2.8848 ( , )
a x

a q f
h

,   
(2) (1)12
1 1

11

D
a a

D
; 

 
2

(1) 3
2 3

0.49896 ( , )
a x

a q
h

,   
(2) (1)12
2 2

11

D
a a

D
,   

(2) (1)22
4 2

11

D
a a

D
; 
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 (1) (1)12
3 1

11

D
a a

D
,   (1) (1)12

4 2
11

D
a a

D
,   (2) (1)22

3 1
11

D
a a

D
, 

 
2

3 66
5 3

11

23.0784 ,
a x D

a q f
Dh

,   
2

3 66
6 3

11

5.9875 ,
a x D

a q
Dh

. 

Если упругие свойства вдоль сторон пластины одинаковы, то 

выполняются соотношения 11 22D D , 
(2) (1)
3 1a a , 

(2) (1)
4 2a a , 

(2) (1)
1 3a a , 

(2) (1)
2 4a a . Это приводит к тому, что формулы для ком-

понент тензора напряжений 11T  и 22T  различаются лишь переста-

новкой координат u  и . 
Максимального значения механические напряжения достигают 

в центре сторон квадратной пластины (в точках типа точки K (см. 

рис. 3.2) 1u , 0v ), 3 / 2x h . При этом 

 
(1)

11 12T a ,     22 11T T . (3.2.15) 

В центре квадратной пластины (точка М) напряжения даются 
выражениями 

 

(1) (1) (1) (1)
11 1 2 3 4

(2) (2) (2) (2)
22 1 2 3 4

,

.

T a a a a

T a a a a

, (3.2.16) 

Если упругие свойства пластин вдоль осей 1x  и 2x  одинаковы, 

то 11 22T T  в точке М. В кремниевых сенсорах давления тензорези-

сторы располагаются вдоль осей 1x  и 2x , там, где напряжения 11T  

и 22T  достигают максимальных значений. Так, механические на-

пряжения вдоль оси 1x  определяются выражениями 

 12 0T , 

2 3
(1) (1) (1) (1)2 4 2 2 2

11 1 2 3 43 1 5 6 1 1 1T a u a u u a u a u , 

(3.2.17) 
2 3

(2) (2) (2) (2)2 4 2 2 2
22 1 2 3 43 1 5 6 1 1 1T a u a u u a u a u . 

На рис. 3.3 приведены зависимости компоненты 11T  тензора на-

пряжений вдоль оси 1x и компоненты 12T  вдоль диагонали пластины.  
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Рис. 3.3. Механические напряжения 
в упругом элементе 

 

В табл. 3.4 приведены значения коэффициентов ( )i
ia  для упругих 

элементов трех выбранных кристаллографических ориентаций на 

поверхности 3 0.5x h , в единицах 

2

2

q a
A

h
. 

Используя эти значения коэффициентов, получаем, например, 
для напряжений и прогибов квадратной пластины, ориентирован-

ной в плоскости 100  и сторонами вдоль направлений 110 , (см. 

рис. 3.2) в точке K: 

 

2
(1)

11 1 2
2 1.31942

q a
T a

h
,     

2
(2)

22 1 2
2 0.08258

q a
T a

h
. 

 

Т а б л и ц а  3.4 

Постоянные тензора механических напряжений для квадратной пластины 

11 1 1

31 2 4
5 62 2 2 2

1 2 3 4

Плоскость

0.65970 0.19841 0.04130 0.01242
(100) 1.58192 0.71364

0.4129 0.01242 0.65970 0.019841

0.632636 0.22114 0.16591 0.05800
(110) 1.8667

0.16591 0.05800 0.63264 0.22114

a Aa A a A a A
a A a A

a A a A a A a A

3 0.97878

0.69248 0.26529 0.19295 0.073920
(111) 2.34375 1.346845

0.19295 0.07392 0.53285 0.58888
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Рис. 3.4. Прогибы квадратного уп-
ругого элемента под действием 
равномерно распределенного дав-
                       ления 

 

Рис. 3.5. Распределение компоненты 

11T  тензора напряжений по верхней 

поверхности квадратного упругого 
                   элемента 

 
В точке М компоненты напряжений и прогиб соответственно 

равны 

 

2

11 22 2
0.49017

q a
T T

h
,     

4
12

0 3
1.55246 10

q a
w

h
. 

На противоположной поверхности 
знаки напряжений противоположны. 

На рис. 3.4 – 3.6 показаны рас-
пределения прогибов и напряже-
ний вдоль верхней поверхности 
квадратного упругого элемента. 
Расчеты проведены для пластины 
с длиной стороны 2 мм и толщи-
ной 30 мкм, на которую действует 
равномерно распределенное дав-

ление 51 10 Па . Видно, что рас-

пределение напряжений имеет 
сильно неравномерный характер. 

3.3 МЕХАНИЧЕСКИЕ НАПРЯЖЕНИЯ  
В ПРЯМОУГОЛЬНОЙ ЖЕСТКОЗАЩЕМЛЕННОЙ ПЛАСТИНЕ 

Рассмотрим механические напряжения и прогибы прямоуголь-
ной жесткозащемленной по контуру кремниевой пластины посто-
янной толщины. Систему координат, кристаллографическую ори-
ентацию плоскости пластины и направление ее сторон, характер 
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Рис. 3.6. Распределение компо-

ненты 12T  тензора напряжений 

вдоль верхней поверхности уп-
              ругого элемента 
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распределения нагрузки выберем, как и для квадратной пластины, 
рассмотренной ранее в разд. 3.2. Расчет напряжений и прогибов 
вновь проведем методом Галеркина – Ритца. Перечисленные усло-
вия означают, что основное уравнение, граничные условия и обо-
значения коэффициентов уравнения остаются без изменений. Про-
гибы для пластины будем искать в виде более сложного 
выражения, чем (3.2.10) [6]: 

 
2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 3 2 4 1 2( )w x a x b c c x c x c x x ,  (3.3.1) 

здесь a  и b  – половины сторон пластин вдоль осей 1x  и 2x  соот-

ветственно; коэффициенты 1 4c c  должны быть подобраны исходя 

из условия минимальности интеграла (3.2.5). Усложнение выраже-
ния для прогибов (3.3.1) по сравнению с (3.2.10) связано с возмож-
ностью сравнительно широкого изменения степени вытянутости 

пластины m b a  в практических вариантах упругих элементов 

сенсоров давления. Используя вариационное условие (3.2.5), полу-
чаем систему линейных уравнений для определения коэффициен-

тов ic : 

1 2 1 2 1 2

2 2
2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 2 2 1 1 3 2 1 4 1 2 1

( ) 0, 1...4,

, , , .

i

S

Lw x x q f x x dx dx i

f x a x b f x f f x f f x x f



 (3.3.2) 

Отношение сторон пластины, характеризующее ее вытяну-
тость, может меняться от 1m  до m , что соответствует слу-

чаю очень длинной вытянутой вдоль оси 2x  пластины. 

Введем безразмерные координаты 1u x a , 2x b , 1 1u , 

1 1v . 

В новых обозначениях оператор L̂  имеет вид 

   
4 4

12 6611 11 22
4 4 4 2 2 2 4 4

11 11

2ˆ ˆ 2
D DD D D

L
a a u D m u v D m v

. (3.3.3) 

Прогибы пластины могут быть представлены в форме 

 1 1 2 2 3 3 4 4w , (3.3.4) 
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где 

 2 2 2 2
1 ( 1) ( 1)u v , 2

2 1u , 2
2 1u , 2

3 1v , 

 4 4
1 1c a b , 6 4

2 2c a b , 4 6
3 3c a b , 6 6

4 4c a b . 

Система уравнений (3.3.2) в новых обозначениях принимает 
вид: 

 
1 4

111

ˆ , , 0i

qa
w u v u v dudv

D
, (3.3.5) 

где оператор ˆ  определен выражением в квадратных скобках 
(3.3.3) [10]. 

Подставляя выражения для прогибов (3.3.4) в (3.3.5), получаем 
линейную систему алгебраических уравнений: 

 
4

11
ki i i

qa

D
,  1...4i , (3.3.6) 

где ki  – матричные элементы системы уравнений: 

 

1

1

1

1

, , ,

, .

ki k i

i i

u v u v dudv

u v dudv



 (3.3.7) 

Для выбранной системы функций (3.3.2) матричные элементы 
системы уравнений (3.3.6) соответственно равны 

 22
11 4

11

20.805 1 11.889
D

D
D m

, 

 22
12 4

11

2.9721 1.891
D

D m
, 

 22 22
13 144 4

11 11

1.8914 2.9721 , 0.2702 1
D D

D m D m
, 

 22
22 4

11

8.9165 0.4365 1.0809
D

D
D m

, 



Глава 3. НАПРЯЖЕНИЯ И ДЕФОРМАЦИИ В ПЛОСКИХ УПРУГИХ ЭЛЕМЕНТАХ 122 

 23 14, 22
24 4

11

0.8106 0.0623
D

D m
, 

 22
33 4

11

0.4365 8.9165 1.0808
D

D
D m

, 

 22
34 4

11

0.0623 0.8106
D

D m
,    12 66

2
11

2D D
D

D m
. 

В силу эрмитовости оператора L̂  матрица коэффициентов ij  

оказывается симметричной. Интегралы в правой части системы 
(3.3.6) оказываются равны 

 1 2 3 41.1378, 0.1625, 0.0232.  

В табл. 3.5 приведены решения системы (3.3.6) для важного 
случая, когда стороны упругого элемента ориентированы вдоль 

кристаллографических осей семейства [110]. Величины i  приве-

дены в единицах 4
11/qa D . 

 
Т а б л и ц а  3.5 

Решение системы (3.3.6) для разной степени вытянутости пластины /m = b a  

b
m

a
 

21
4

11

10
q a

D

 32
4

11

10
q a

D

 33
4

11

10
q a

D

 34
4

11

10
q a

D

 

1.0 2.2003 4.6235 4.6235 7.4170 

1.1 2.6185 4.0688 7.3750 8.9478 

1.2 2.9852 3.4638 10.913 10.502 

1.3 3.2924 2.8628 15.255 12.181 

1.4 3.5416 2.2927 20.363 13.749 

1.5 3.6782 2.0148 26.820 14.604 

1.6 3.8870 1.3135 32.734 16.380 

1.7 3.9978 0.9089 39.759 17.431 

1.8 4.0261 0.5613 47.249 18.246 

1.9 4.123 0.4322 60.163 15.398 

2.0 4.1586 0.3047 63.038 19.195 
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Тензорезистивные слои располагаются вблизи поверхности уп-
ругого элемента и имеют малую толщину по сравнению с толщи-
ной упругого элемента. Поэтому в изменение сопротивления тен-
зорезисторов основной вклад вносят компоненты тензора 

механических напряжений 11T , 22T , 12T . Эти компоненты тензора 

определяются через прогибы пластины по общим соотношениям 
(2.7.4), (2.7.5). Проводя вычисления, получаем следующие выра-
жения для компонент тензора напряжений: 

 
2

2 2 23 11
11 1 33 2

12
1 12 4

x D
T v v u

h a
 

 
2

2 4 2 212
2 4 2

11

30 24 2 1
D

v u u u
D m

 

2 2 2 4 2
1 2 3 412 4 30 24 2u v u v v ,  (3.3.8) 

 
2 2 2 23 66

12 3 43 2
96 1 1 2 1

x D
T uv u v u v

h a m
 

 
2 2

2 42 1v u + 

 2 2 2 2 2 2
1 2 3 4 44 1 1u v u v u v . (3.3.9) 

Компонента тензора 22T описывается формулой (3.3.8) с заменой 

 11 12D D , 12 22D D . 

Наибольший практический интерес представляют зависимости 
компонент тензора напряжений вдоль осей симметрии упругого 

элемента 1x  и 2x . Вдоль этих осей сдвиговая компонента равна ну-

лю 12 0T . Выбрав / 2z h  и 0 , из формул (3.3.8) получаем 

 2 4 211
11 1 22 2

12
2 3 1 15 12 1

D
T u u u

h a
 

 

2
2 212

3 1 4 22
11

2 4 212
22 1 22 2

1 2 2 ,

12
2 3 1 15 12 1

D
u u

D m

D
T u u u

h a

 (3.3.10) 
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2

2 222
3 1 4 22

12

1 2 2
D

u u
D m

. 

На краю пластины, в точке с координатами 1u , 0 , между 

напряжениями 11T  и 22T  выполняется простое соотношение 

 12 12
22 11 11

11 22

D S
T T T

D S
.  (3.3.11) 

Если пластина квадратная и упругие свойства вдоль осей x  и 

y  одинаковы, то в центре упругого элемента напряжения 11 22T T . 

Переход к прямоугольной форме приводит к отличию между этими 
напряжениями: 

 11 12
11 2 1 3 12 2 2

11

12
2 2

D D
T

h a D m
, 

(3.3.12) 

 11 22
22 2 1 3 12 2 2

12

12
2 2

D D
T

h a D m
. 

По мере роста степени вытянутости компонента 11T  увеличива-

ется, а 22T  уменьшается. Различие между напряжениями 11T  и 22T  

существует и для квадратной пластины с различными упругими 
свойствами вдоль ортогональных направлений. 

Переход от квадратного упругого элемента к прямоугольному, 
у которого короткая сторона равна длине стороны квадрата, при-
водит к увеличению компоненты тензора на краю в точке 

1, 0u .  

Из формулы (3.3.10) следует, что механические напряжения на 
краю определяются выражениями 

 11 1 22

48qa
T

h
,     22 11T T , (3.3.13) 

где  – коэффициент Пуассона. 

На рис. 3.7 представлена зависимость компоненты 11T  от степени 

вытянутости пластины m , полученная с использованием таблицы и 
формулы (3.3.13).  Как следует  из приводимых данных, возможности  
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Рис. 3.7. Влияние вытянутости упругого элемента на 

напряжение 11T  в точке А 

 

увеличения механического напряжения 11T  на краю упругого элемен-

та и, таким образом, возрастания чувствительности сенсоров оказы-

ваются ограниченными. При отношении сторон 2m b a  увеличе-

ния чувствительности практически не происходит. 

3.4. СРАВНЕНИЕ ВАРИАЦИОННЫХ  
И ЧИСЛЕННЫХ МЕТОДОВ ПРИ  АНАЛИЗЕ  
ПРЯМОУГОЛЬНЫХ УПРУГИХ ЭЛЕМЕНТОВ 

Вариационные методы дают возможность получить простым 
путем распределение прогибов и напряжений в упругих элементах. 
Как показано в первой части этой главы, решения могут быть по-
лучены в аналитической форме, что удобно для практических це-
лей. Точность расчета вариационными методами зависит от выбора 
пробных функций, с помощью которых строится решение для про-
гибов. Таких функций к настоящему времени в практике применя-
ется несколько [9–13]: 

 2 2
1 cos cos

2 2

x y
w c

a b
; (3.4.1) 

 
2 2

2 2 2 2
2w c x a y b (приближение Грасгофа); (3.4.2) 

 
2 2 3 3

2 2 2 2 2 2 2 2
3 1 2w c x a y b c x a y b ; (3.4.3) 
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2 2

2 2 2 2 2 2 2 2
4 1 2 3 4w x a y b c c x c y c x y ; (3.4.4) 

 
8

5
, 1

ij i j
i j

w c H u H v . (3.4.5) 

В последнем выражении ,i jH u H v  – полиномы Эрмита вось-

мого порядка: 

 
8

1

1

, 1...8d
i id

d

H k u d , 

где idk  – известные коэффициенты [14]. 

Эффективность применения различных пробных функций мо-
жет быть проверена сравнением с результатами, полученными 
численными методами. Среди последних особенно широкое рас-
пространение получил метод конечных элементов, реализованный 
в пакетах программ ANSYS или COSMOS. В данном разделе будет 
проведено сравнение результатов расчетов вариационным методом 
и методом конечных элементов [15]. 

Расчеты прогибов и механических напряжений проведены для 
кремниевого плоского упругого элемента с ориентацией сторон x  

и y  вдоль направлений 110 110  и осью z  вдоль 001 . Мето-

дика определения коэффициентов ic  для пробных функций (3.4.1) – 

(3.4.4) приведена в разд. 3.3. Для пробной функции (3.4.4) приме-

нялся метод Ритца, в котором неизвестные коэффициенты ijc  оп-

ределяются прямо из условия минимизации функционала полной 
энергии (2.5.10). Объектом анализа являлся прямоугольный эле-

мент с отношением сторон 1 5m b a , размером минимальной 

стороны 2 1ммa  и толщиной 20мкмh , на который действова-

ло равномерно распределенное давление 51.6 10 Паq . При вы-

числениях по методу конечных элементов расчеты проводились 
для четверти упругого элемента, поделенного сеткой на 2700 эле-
ментов. 

Для квадратного упругого элемента величины прогибов, опре-
деленные с применением пробных функций (3.4.2) – (3.4.5), хоро-
шо согласуются с расчетами по методу конечных элементов 
(МКЭ). Разница в отклонениях не превышает 5 % для пробной 
функции (3.4.2) и 0.5 % для функций (3.4.3) – (3.4.5). Пробная 
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функция (3.4.1) приводит к величинам прогибов, отличающихся 
примерно в четыре раза от найденных методом МКЭ, и поэтому 
имеет малую практическую ценность. 

При возрастании отношения сторон в интервале 1 2m  соот-
ветствие между вариационными методами и МКЭ остается хоро-
шим. Наилучшее согласие наблюдается для пробных функций 
(3.4.4) и (3.4.5). 

Дальнейшее возрастание степени вытянутости упругого эле-
мента ( 3m ) не приводит к увеличению прогибов в его центре, 
если проводить расчеты методом конечных элементов. Однако, 
если пользоваться вариационным методом и функциями (3.4.2), 
(3.4.3), то прогибы слабо возрастают или слабо уменьшаются, если 
применять (3.4.4). Выбор типа функции оказывает сильное влияние 
на распределение прогибов упругого элемента ( )w w xy . 

Распределение прогибов вдоль оси y  при 0x  для прямоуголь-

ного упругого элемента с отношением сторон 3m  представлено на 
рис. 3.8. 
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Рис. 3.8. Зависимости прогибов и прямоугольной 
пластины от приведенного расстояния Y/b, полученные 
           вариационными и численными методами 

 
Наилучшее согласие наблюдается для наиболее сложной проб-

ной функции (3.4.5), представленной через интерполяционные по-
линомы Эрмита. Однако в этом случае оказывается, что наибольшие 
прогибы располагаются не в центре упругого элемента, а в точках с 
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координатой 0.3y b . Поверхность прогибов имеет, таким 

образом, седловую точку. Расчеты с применением МКЭ такую осо-
бенность топологии прогнутой поверхности не подтверждают. 

Распределения механических напряжений для квадратной пла-
стины, найденные вариационными и численными методами, отли-
чаются на 9 % для пробной функции типа (3.4.3) и на 30 % для при-
ближения Грасгофа (3.4.2). 

Механические напряжения, определенные для центра пластины 
с помощью пробных функций (3.4.3) – (3.4.5), при отношении сто-
рон 2m  отличаются не более чем на 10 % в сравнении с МКЭ. 

На рис. 3.9 приведена зависимость механического напряжения 11T  

на краю упругого элемента от степени его вытянутости. 
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Рис. 3.9. Зависимость относительного механического на-

пряжения 11 / (0)T T  на краю упругого элемента ( ,0)a  от 

степени вытянутости пластины m b a ; (0)T  –      ме-

ханическое напряжение 11T  в центре пластины 

 
Возрастание степени вытянутости упругого элемента до значения 
2m  приводит к разнице с расчетами по МКЭ в 3 % для пробной 

функции типа (3.4.4) и до 12 % для (3.4.3). Дальнейшее повышение 
степени вытянутости ведет к увеличению отличия результатов расче-
тов между вариационными методами и МКЭ до 37 % при использо-
вании (3.4.3) и 23 % для функции (3.4.4). 
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Рис. 3.10. Треугольный 
упругий элемент 

 

 

 

 

Таким образом, применение вариационных методов с пробны-
ми функциями (3.4.3)–(3.4.5) оказывается эффективно для прямо-
угольных пластин с отношениями сторон 1 2m . Ошибки по 
прогибам и напряжениям в этом случае не превышают 10-12 %. 
Простейшие типы пробных функций имеют наименьшую точность, 
и их можно применять лишь в оценочных расчетах. Применение 
интерполяционных полиномов Эрмита дает наилучшее согласие с 
МКЭ и при степени вытянутости 2m . 

3.5. ТРЕУГОЛЬНЫЙ УПРУГИЙ ЭЛЕМЕНТ 

Как уже отмечалось ранее, один из путей улучшения характе-
ристик чувствительных элементов мембранных датчиков давления 
связан с изменением конструкции их чувствительного элемента. В 
настоящее время работы в этом направлении в основном ориенти-
рованы на оптимизацию формы мембраны по толщине. Разрабаты-
ваются мембраны с жестким центром, с концентраторами напря-
жений в виде углублений, выступов и ребер жесткости. При этом 
используются мембранные чувствительные элементы в основном 
только круглой и прямоугольной формы. Однако современные 
технологии позволяют значительно расширить этот перечень. 

На наш взгляд, дополнительные возможности могут появиться 
при оптимальном выборе формы чувствительного элемента за счет 
изменения его конфигурации по длине и ширине [16–21]. 

Оценим основные механические ха-
рактеристики мембранных чувствитель-
ных элементов нетрадиционной формы. 
Рассмотрим микромеханическую систе-
му, содержащую плоскую треугольную 
мембрану (рис. 3.10) толщиной h , жестко 
защемленную по периметру.  

Предположим сначала, что мембрана 
относится к классу жестких пластин и ее 
прогибы W достаточно малы (т.е. W h  

и ,h a b ). В этом случае уравнение равновесия для изотропной 

пластинки можно представить в виде 

 

4 4 4

4 2 2 4

, , ,
2 0

W x y W x y W x y q
X

Dx x y y
,  (3.5.1) 
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где q интенсивность внешней нагрузки, а D изгибная жест-

кость. 
Анализ проведем методом Бубнова – Галеркина. Отнесем пла-

стинку к прямоугольной системе координат так, чтобы ее средин-
ная плоскость совпадала с координатной плоскостью xy . В этом 

случае уравнение, определяющее прогиб пластинки ( ,  )W x y , после 

замены переменных примет вид 

 1 2 1 2, 0X W X X dX dX ,  (3.5.2) 

здесь 1X x a , 2X y b ;  Г – граница контура, 

Прогибы пластинки 1 2,  W X X  под действием равномерно рас-

пределенной нагрузки будем искать в виде суперпозиций функций: 

 1 2 1 2
1

( , ) ,
s

i i
i

W X X A X X ,  (3.5.3) 

где iA  – неизвестные коэффициенты, а 1 2( , )i X X – функции, оп-

ределяемые граничными условиями 0W  и 0
W

n
 и симмет-

рией задачи. Здесь n – нормаль к контуру пластинки.  
Для мембраны в виде равнобедренного треугольника в качестве 

пробной функции можно выбрать функцию вида [16] 

 
 2

26 2 2 3
1 2 2 1 0 2 1 2, 1W X X b X X A X A bX .  (3.5.4) 

Подставляя (3.5.4) в (3.5.3) и (3.5.2) и учитывая, что iA  являют-

ся независимыми варьируемыми параметрами, приходим к системе 

уравнений для нахождения коэффициентов 0A  и 1A . 

При этом в первом приближении, когда учитывается только па-

раметр 0A , а 1A  полагаем равным нулю, получим 

 
 2

22 2 2
1 2 0 2 2 1, 1

q
W X X C S X X X

D
,   (3.5.5) 

где 
2 2

0 0.3125/ 9 2C , a b , а S площадь мембраны. 

Во втором приближении, когда учитываются и 0A  и 1A , имеем 

     
 2

22 2 2 3
1 2 тр 2 1 2 1 2, 1

q
W X X C S X X X C X

D
,   (3.5.6) 
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здесь 

 тр 2 2

0.2455

13.93 1 .2143
C ;   (3.5.7) 

 

2 2

1 2 2

24 12 1

51 26 15
C .  (3.5.8) 

На рис. 3.11 и 3.12 приведены зависимости коэффициентов 0C , 

трC  и 1C  от отношения полуширины основания мембраны a  к ее 

высоте b . Согласно (3.5.5) и (3.5.6) и в первом и во втором при-
ближениях прогиб оказывается пропорциональным давлению и 
площади мембраны и обратно пропорциональным ее жесткости D. 

В обоих случаях также появляется зависимость прогиба от от-
ношения полуширины основания мембраны к ее высоте. Однако 
эта зависимость не одинаковая. В результате в первом приближе-
нии максимальный прогиб мембраны всегда будет наблюдаться в 

точке с координатами 1 0X  и 2 1 3X  независимо от отношения 

, а во втором приближении – в точке с 1 0X  и  

 

2
1 1 1

2 2max
1

3 6 9 20 36

14

C C C
X X

C
.   (3.5.9) 
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Рис. 3.11. Зависимости коэффициентов 0C  и трC  от  

отношения : 

0C  – сплошная кривая, трC  – штриховая 
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Рис. 3.12. Зависимость коэффициента 1C  от  

 
Таким образом, во втором приближении точка максимального 

прогиба сдвигается по направлению к центру мембраны по мере 
увеличения отношения , как показано на рис. 3.13. Смещение 

точки максимального прогиба при увеличении  подтверждается и 

численными расчетами методом конечных элементов. При этом 

максимальный прогиб мембраны в точке с координатами 1 0X  и 

2 1 3X  будет наблюдаться только у равносторонних треугольных  
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Рис. 3.13. Изменение координаты 2X , соответствующей точке 

максимального прогиба, в зависимости от величины  
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мембран с 1 3 0.5773 . Именно для такого значения  

1 0C , а 0 трC C . В результате оценки, сделанные с использова-

нием первого и второго приближений при 0.5773 , совпадают. 

Таким образом, более простое выражение (3.5.5) можно использо-
вать для оценки прогибов мембран в виде равностороннего тре-
угольника. 

Кроме того, из (3.5.5) и (3.5.6) следует, что для анализа влияния 
топологии на характеристики треугольных мембран удобнее поль-
зоваться нормированными параметрами. Введем нормированные 

прогибы iF . В первом приближении в соответствии с (3.5.5) пусть 

2 2 2 2 2
1 1 2 1 2 0 2 2 1, , , /( ) [( 1) ]F X X W X X D qS C X X X ,  (3.5.10) 

а во втором приближении аналогично пусть 

     
 2

2 2 2 3
2 1 2 тр 2 1 2 1 2, , 1F X X C X X X C X .  (3.5.11) 

Зависимости максимальных нормированных прогибов 

1 0,0.33,F  и 2 2max0, ,F X  от величины  приведены на 

рис. 3.14. Следует обратить внимание на то, что в окрестности точ-
ки с 0.5773  данные зависимости имеют пологий характер и 

достаточно близки друг к другу. Следовательно, небольшое варьи-
рование топологии мембраны в этой области слабо скажется на 
величине максимального прогиба. 
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Рис. 3.14. Зависимость максимального нормированного прогиба от вели-
чины отношения  



Глава 3. НАПРЯЖЕНИЯ И ДЕФОРМАЦИИ В ПЛОСКИХ УПРУГИХ ЭЛЕМЕНТАХ 134 
 

F1 X2 .57735  ( ) 10 3  

Fo X2 .577352  ( ) 10 3  

F1 X2 akb  ( ) 10 3  

Fo X2 akb  ( ) 10 3  

F1 X2 akb 2   ( ) 10 3  

Fo X2 akb 2   ( ) 10 3  

2 X 
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5 0.55 0.6 0.65 0.7 0.75 0.8 0.85 0.9 0.95 1 

0 
0.05 
0.1 

0.15 
0.2 

0.25 
0.3 

0.35 
0.4 

0.45 
0.5 

0.55 
0.6 

0.65 
0.7 

0.75 
0.8 

0.85 
0.9 

 = 0.577 

833 0 .   
833 0 .   

66 1 .   

66 1 .   

F2(0, Х2, )10
3
 

F1(0, Х2, )10
3
 

 
 

Рис. 3.15. Зависимость нормированного прогиба треугольной мем-
браны от координаты 2X : 

кривые с максимумом при 2 0.33X  – 1F  

 

Зависимости нормированных прогибов для треугольной мем-

браны от координаты 2X  при нескольких значениях  приведены 

на рис. 3.15.  
При проектировании упругих элементов микромеханических 

систем необходимо знать распределение механических напряже-
ний. Согласно закону Гука связь между напряжениями и деформа-
циями в плоскости xy  определяется уравнениями 

    
21

x
x x y

E
T , 

21

y
y y x

E
T , xy xyT G ,  (3.5.12) 

где xE , yE  модули упругости материала мембраны в направле-

ниях x  и y ; коэффициент Пуассона; G модуль сдвига. В 

свою очередь деформации x , y  и xy  в слое, отстоящем от сре-

динной плоскости на расстояние z , в области малых прогибов мо-
гут быть определены выражениями 

 
2

2x

W
z

x
,  

2

2y

W
z

y
,  

2

2xy

W
z

x y
.  (3.5.13) 
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Используя (3.5.5) и (3.5.13), в первом приближении получим, что 

 
22 2

0 2 2 1

4
1 3x

z q
C SX X X

D
,   (3.5.14) 

 
2 2

0 2 1 2 22 8 1 1y z C S X X X X  

 
 2

2 22 2 2
2 1 2 2 12 3 1 1

q
X X X X X

D
.  (3.5.15) 

Аналогично из (3.5.6) и (3.5.13) во втором приближении имеем 

 
22 2

тр 2 2 1 1 2

4
1 3 1x

z q
C SX X X C X

D
,  (3.5.16) 

а 

 
2 2 2

тр 2 1 2 2 1 22  4 1 1 2 3y z C S X X X X С X  

 
2 2 2 3

2 1 2 1 22 3 1  X X X С X  

 
 2

2 2
2 1 1 21 1

q
X X С X

D
. (3.5.17) 

Анализ (3.5.14) и (3.5.16) показывает, что максимальная  

деформация x  создается на прямой, соединяющей середину осно-

вания мембраны с ее вершиной (см. рис. 3.10), в точке с координа-
тами 

 1 0X , 2
2 1 1 1 10.1 3 4 9 16 16 /X C C C C . 

На рис. 3.16 приведена зависимость координаты 2X , соответ-

ствующей точке максимальной деформации x , от отношения по-

луширины основания мембраны к ее высоте. В случае упругого 

элемента в форме равностороннего треугольника максимум x  

достигается в точке с 1 0X  и 2 0.5X . 

Зависимости 
22

тр 2 2 1 24 1 1 / ~x xF C X X C X  от коор-

динаты  2X  при 1 0X   для нескольких значений  приведены на  
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Рис. 3.16. Зависимость от координаты 2X , соответству-

             ющей точке максимальной деформации x   

 
рис. 3.17. Видно, что при малых  появляются участки, где де-

формация x  меняет знак. Анализ показывает, что изменение знака 

x  наблюдается лишь для значений 0.4 . При этом второй экс-

тремум будет наблюдаться в точке с координатами 1 0X , 

2
2 1 1 1 10.1 3 4 9 16 16 /X C C C C . 
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Рис. 3.17. Зависимость xF от координаты 2X  при 1 0X  
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Зависимости ( )y yF D zSq  от координаты 2X  при 1 0X , 

рассчитанные с использованием (2.5.17) для нескольких значений 
, приведены на рис. 3.18. Видно, что: а) максимальное значение 

деформации y  наблюдается в точке с координатами 1 0X  и 

2 0X ; б) при изменении 2X  имеет место изменение знака де-

формации; в) что изменение  может приводить к изменению ко-

личества экстремумов на кривой. 
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Рис. 3.18. Зависимость yF от координаты 2X  при 1 0X   

 
Если мембрана выполнена из ортотропного материала, вместо 

(3.5.1) необходимо использовать уравнение  

 

4 4

11 12 664 2 2

, ,
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,
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y
,  (3.5.18) 
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где ijD  изгибные жесткости, связанные с компонентами матрицы 

упругих податливостей ijS  соотношениями 
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(3.5.19) 
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3

66
6612
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D

S
. 

Отметим, что компоненты ijS  матрицы упругих податливостей 

должны быть рассчитаны в системе координат, связанной с упру-
гим элементом. 

Подставляя (3.5.18) в (3.5.2) с учетом (3.5.4), для треугольной 
мембраны в первом приближении получим уравнение 

 
 2

22 2 2
1 2 0 2 1 2

11

, 1
q

W X X C S X X X
D

 ,  (3.5.20) 

где  

1

12 662 222
0

11 11

25
2 9

16

D D D
C

D D
 , 

а во втором приближении 

     
 2
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1 2 тр 2 1 2 1 2

11

, 1
q

W X X C S X X X C X
D

  ,  (3.5.21) 

где 

 тр 2 2
12 66 11 22 11

0.2455

0.2143 2 / 13.93 /
C

D D D D D

 , 
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24
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C
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Отметим, что в ijD  входит толщина мембраны h . Таким образом, 

прогиб определяется ее площадью S , толщиной h  и соотношени-
ем размеров . 
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3.6. УПРУГИЙ ЭЛЕМЕНТ В ВИДЕ РОМБА 

Рассмотрим микромеханическую систему, содержащую плос-
кий упругий элемент в виде ромба (рис. 3.19), жестко защемлен-
ный по контуру. Будем полагать, что мате-
риал упругого элемента (мембраны) одно-
роден, а толщина h  много меньше других 
его размеров. Предположим также, что уп-
ругий элемент можно отнести к классу же-
стких пластин, а прогибы достаточно малы 
(W h  и ,h a b ), т.е. можно использо-

вать линейное приближение. 
Как и в предыдущем разделе, для опре-

деления механических характеристик такой 
системы воспользуемся методом Галеркина. 
Для упругого элемента в виде ромба в каче-
стве пробной функции можно выбрать 
функцию вида [16] 

 
 2  2

2 22 2
1 2 0 2 1 2 1, 1 1W X X A X X X X ,  (3.6.1) 

удовлетворяющую условиям жесткого защемления (здесь 

1X x a , 2X y b ). Подставляя (3.6.1) в (3.5.2) с учетом (3.5.1), 

приходим к уравнению для определения коэффициента 0A . 

Если изотропная мембрана нагружена равномерно распреде-

ленным давлением q , то уравнение для 0A  можно представить в 

виде 

 
2

0 2 2

0.003681 

0.7692

S q
A

D
,   (3.6.2) 

где a b , а 2  S ab  площадь мембраны. 

Используя (3.6.2), введем нормированный прогиб :F   

 
2

1 2 1 2, , ,F X X W X X D qS .  (3.6.3) 

Зависимость нормированного прогиба F  от координаты 2X  при 

1 0X  для нескольких значений  приведена на рис. 3.20. На 

рис. 3.21 построено распределение линий равного прогиба по пло-
щади упругого элемента.  

 
  b y 

 x  a  –a 

  –b 

  0 

 
 

Рис. 3.19. Упругий 
элемент в виде ромба 
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Рис. 3.20. Зависимость нормированного прогиба F  от коор-
динаты 2X  при 1 0X  
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Рис. 3.21. Распределение линий равных прогибов для упругого 
элемента в виде ромба 
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Выражения (3.6.1) и (3.6.2) позволяют также рассчитать рас-
пределение деформаций и напряжений по площади упругого эле-

мента. Для характеристики деформации x  в общем случае удобно 

ввести относительную переменную ( )x xF D zSq , здесь z  ко-

ордината, перпендикулярная к плоскости упругого элемента, от-

считываемая от средней линии. Зависимости xF  от 1X  при 2 0X  

и от 2X  при 1 0X , рассчитанные с использованием (3.5.13), 

(3.6.1) и (3.6.2) для нескольких значений , приведены на рис. 3.22 

и  3.23.  В свою  очередь зависимости  ( )y yF D zSq   от  2X  при  
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Рис. 3.22. Зависимости xF от 1X при 2 0X  
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Рис. 3.23. Зависимости xF от 2X при 1 0X  
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Рис. 3.24. Зависимость нормированного максимального про-

гиба от отношения a  к b  

 

1 0X  и от 1X  при 2 0X  качественно (а при 1  и количест-

венно) совпадают с зависимостями, представленными соответст-
венно на рис. 3.22 и 3.23.  

Влияние соотношения размеров диагоналей ромба  на норми-

рованный максимальный прогиб 2(0,0, ) (0,0) ( )F F W D qS  

показано на рис. 3.24. Видно, что любое изменение отношения 
размеров диагоналей ромба от единицы (без изменения площади) 
будет приводить к уменьшению максимального прогиба [18]. 

Если анизотропная мембрана может быть представлена как орто-
тропная пластинка, выражение для прогиба также будет иметь вид 

(3.6.1). Однако в выражении для 0A  необходимо учесть анизотропию 

упругих свойств материала мембраны. При этом вместо (3.6.2) по-
лучим, что 

 
2

0 2 2
22 12 66 11

0.003681 

2  0.7692

S
A q

D D D D
.  (3.6.4) 

3.7. ТРАПЕЦЕИДАЛЬНЫЙ УПРУГИЙ ЭЛЕМЕНТ 

Используя метод Галеркина, найдем выражения, определяю-
щие прогиб упругого элемента трапецеидальной формы, жестко 
защемленного по контуру. При анализе ограничимся линейным 
приближением, т. е. будем считать, что величина прогиба много 
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меньше всех размеров мембраны. Для получения решения в на-
глядной аналитической форме при выборе базисных функций 
(3.5.3) учтем лишь одно слагаемое. Примем, что [16] 

 

2
2 2

44
0, 1

a cy x
W x y A y y b

b a a
.  (3.7.1) 

Данная функция удовлетворяет гра-
ничным условиям жесткого защем-
ления и симметрии задачи, коэффи-

циент 0A  является неизвестным и 

подлежит определению, параметры 
a , b  и c  определяют геометриче-
ские размеры и конфигурацию уп-
ругого элемента (рис. 3.25). 

Введем нормированные коорди-

наты 1X x a  и 2X y b , после 

чего функция (3.7.1) примет вид 

 
2

248 4 2
0 2 2 2 1, 1 1 1W x y A b X X X n X ,  (3.7.2) 

здесь n c a . 

Подставляя (3.7.2) в (3.5.2), с учетом (3.5.1) получим 

 
8 2

1
0 2 2 2

2 3 4

0.412

1

fb S q
A

Df f fn
,   (3.7.3) 

где (1 ) S n ab  площадь мембраны; 

 4 3 2
1 18 32 43 32 18f n n n n , 

 

4 3 2
2

5 4 3 2
3

0.286 0.704 0.946 0.704 0.286,

4.22 1.34 4.18 1.19 1.69 0.885,

f n n n n

f n n n n n
 (3.7.4) 

 5 4 3 2
4 134 176 158 44.6 20.2 4.48f n n n n n . 

На рис. 3.26 приведены распределения линий равного прогиба 
для упругого элемента в виде трапеции. Видно, что точка мак-
симального  прогиба  находится на прямой, проведенной из точки  
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Рис. 3.25. Трапецеидальный 
упругий элемент 
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Рис. 3.26. Распределение линий равного прогиба для упру-
гого элемента в виде трапеции при 1 : 

а – 0.25n , б – 0.5n , в – 0.75n  
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1 0X  перпендикулярно к основанию, и смещается к меньшему 

основанию трапеции по мере увеличения n . 
При учете анизотропии упругих свойств материала мембраны 

выражение (3.7.3) принимает вид 

 
8 2

1
0 2 2 2

11 2 3 12 66 4 22

0.412

D 21

fb S
A q

f f D D f Dn
.  (3.7.5) 

Анализируя характер зависимости максимального прогиба 

maxW  от отношения n c a , можно заметить, что при увеличении 

n  значение maxW  увеличивается. Таким образом, при одинаковых 

площади и толщине упругого элемента прямоугольная форма 
( 1)n  является более «мягкой» и дает больший прогиб, чем тре-

угольная ( 0n ). 

3.8. ШЕСТИУГОЛЬНЫЙ УПРУГИЙ ЭЛЕМЕНТ 

Рассмотрим упругий элемент, имеющий форму шестиугольни-
ка (рис. 3.27). Как и в предыдущем случае, для получения решения 
в аналитической форме при выборе функции прогиба ограничимся 
одним слагаемым ряда (3.5.3). Принимая в качестве такой пробной 
функции функцию вида [16] 

 
 22 22 2

1 2 0 2 2 1, 1 1 1W X X A X X n X  

 
 2

2 2
2 11 1X n X , (3.8.1) 

где 1X x a  и 2X y b , n c a , в рамках метода Галеркина с 

учетом анизотропии упругих свойств мембраны для коэффициента 

0A  получим 

   

ш2
1

0 2 ш ш ш2 2
11 12 66 222 3 4

0.0007

1 2

S Fq
A

n D F D D F D F
,  (3.8.2) 

здесь 2 1S ab n  площадь упругого элемента; 



Глава 3. НАПРЯЖЕНИЯ И ДЕФОРМАЦИИ В ПЛОСКИХ УПРУГИХ ЭЛЕМЕНТАХ 146 

ш 5 4 3 2
1 52.5 191 126 4.31 104 127F n n n n n , 

ш 5 4 3 2
2

ш 5 4 3 2
3

4.004 13.23 14.76 3.659 4.395 13.48,

5.164 25.43 33.28 7.577 10.83 12.03,

F n n n n n

F n n n n n

 (3.8.3) 

ш 5 4 3 2
4 54.67 116 107.9 92.75 66.09 26.49F n n n n n . 

Выражение (3.8.1), как и вы-
ражения (3.5.5), (3.5.6), (3.6.1) и 
(3.7.2), представляет собой ана-
литическую зависимость величи-
ны прогиба мембранного упруго-
го элемента от целого ряда 
факторов: геометрических разме-
ров и конфигурации упругого 
элемента, его толщины и площа-
ди, кристаллографической ориен-
тации поверхности, а также вели-
чины приложенного давления и 
может быть использовано для 
оптимального выбора геометри-
ческих размеров упругого эле-

мента и определения полей упругих напряжений и деформаций. 
Для сопоставления влияния параметра n  на характеристики мем-

браны в табл. 3.6 приведены значения функций if  и 
ш

iF  для тра-

пецеидального и шестиугольного упругих элементов при несколь-
ких значениях отношения n . Заметим, что предельными случаями 
шестиугольного упругого элемента являются ромб ( 0)n  и пря-

моугольник ( 1n ). 

Зависимости 0/x xF A z  от координаты 1X  при 2 0X  и 

от 2X  при 1 0X  для 0.25n  и 0.75n  приведены на рис. 3.28. 

Видно, что зависимости xF  от координаты вдоль осей 1X  и 2X  

существенно различаются и лишь в центре мембраны значения xF  

даже для разных n  совпадают. На рис. 3.29 приведены аналогич-

ные зависимости 0/( )y yF A z  от координаты. Видно, что в дан-

ном случае наблюдается зависимость yF  от n  как при изменении 

1X , так и при изменении 2X . Следует также обратить внимание на  
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Рис. 3.27. Шестиугольный упру-
гий элемент 
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Т а б л и ц а  3.6 

Значения функций fi и 
(ш)
iF  

Тип  
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Функция c/a = 0.25 c/a = 0.5 c/a = 0.75 
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ш
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ш
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Рис. 3.28. Зависимости εxF  от координаты iX  

 

существенные изменения зависимости yF  от координаты 2X  в 

окрестности точек 1 20,  1X X  при изменении n  (т. е. при 

изменении формы мембраны от ромба к прямоугольнику), чего не 

наблюдалось для xF . Кроме того, появилась зависимость yF  от n  

в точке, соответствующей центру мембраны.  
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Рис. 3.29. Зависимости yF  от координат: 

1, 2 – от 1X при 2 0X ; 3, 4 и 5  от 2X  при 1 0X ; 1 и 3  для 

n = 0.25; 2 и 5  для n = 0.75; 4  для n = 0.5 

 
Необходимо также отметить, что при n  между 0.5 и 0.75 у кра-

ев мембраны можно получить достаточно протяженные горизон-

тальные участки на зависимости yF  от 2X , что позволяет размес-

тить на этих участках достаточно протяженные тензорезисторы без 
потери чувствительности [18,19]. 

3.9. ВОСЬМИУГОЛЬНЫЙ УПРУГИЙ ЭЛЕМЕНТ 

Рассмотрим упругий элемент, имеющий форму правильного 
восьмиугольника (рис. 3.30). Для такого упругого элемента в пер-
вом приближении функцию прогиба, удовлетворяющую условиям 
жесткого закрепления по периметру, можно выбрать в виде  

 1 2 0 1 2, ,W X X A F X X ,  (3.9.1) 

где 1 /X x a , 1 /X y a , 

 
2 2 2

1 2 2 1, [( ) ]F X X X X  

 2 2 2 2 2 2 2
2 1 1 2[( ) ] ( 1) ( 1)X X X X , (3.9.2) 

1 n , n c a . 
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Выражение (3.9.1) в рамках методов Бубнова – Галеркина или 

Ритца позволяет определить 0A в аналитической форме. Однако 

общее выражение достаточно громоздко. В частом случае, напри-
мер для 0.5,n  выражение (3.9.1) принимает вид 

 2 2 2
1 2 0 2 1, [( 1.5) ]W X X A X X  

 2 2  2 2 2 2 2
2 1 1 2[( 1.5) ] ( 1) ( 1)X X X X , 

где  

 
4 2

0 0.5
11 12 66 22

1.21 10

0.6754 2
n

S
A q

D D D D
, 

здесь 
2 22 1 2S a n n площадь мембраны. 

На рис. 3.31 приведены зависимости нормированного прогиба  

 1 2 2
,W

D
F W X X

qS
 

восьмиугольного упругого элемента от координаты 1X  при 

2 0X , рассчитанные с использованием (3.9.1) для изотропного 

случая и 0.25,n  0.5 и 0.75 . Видно, что зависимость прогиба 

вдоль оси х от n  слабая. 
На рис 3.32 приведены зависимости относительной деформа-

ции  

2

2

1
~x W xF F

z x
 

от координаты 1X  при 2 0X   

для 0.25,  0.5 и 0.75n  и от  

2X  при 1 0X  для 0.5n . Зави-

симости ~y yF  от 1X  и 2X  

имеют аналогичный характер  
с учетом перестановки коорди-
нат. Они напоминают соответ-
ствующие зависимости для шес-
тиугольного  упругого  элемента.  
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Рис. 3.30. Восьмиугольный  
упругий элемент 
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Рис. 3.31. Зависимость нормированного прогиба 

WF  для восьмиугольного упругого элемента от 

                             координаты 1X  
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Рис. 3.32. Зависимости xF  от координаты iX  

 

Однако в данном случае изменения xF  на краю мембраны  

меньше. 
На рис. 3.33, а приведено распределение линий равного проги-

ба 1 2,W X X  по площади восьмиугольной мембраны при воздей-

ствии однородного давления, рассчитанное с использованием (3.9.1). 
Видно, что форма прогиба (особенно в окрестности центра) близка 
к  форме  прогиба круглой мембраны. Распределение линий равных 
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Рис. 3.33. Распределение линий равного прогиба W (а), компонент 
тензоров напряжений 11T  (б) и деформаций 11 (в) и 12  (г) по площа-

ди восьмиугольной мембраны при воздействии равномерно распреде-
                                           ленного давления 

 

напряжений 11T  и деформаций 11  и 12  по площади восьмиуголь-

ной мембраны для данного случая показано на рис. 3.33, б, в и г. 
Видно, что в отличие от прогиба распределение напряжений и 

деформаций в данном случае существенно отличается от соответ-
ствующих распределений для круглой мембраны. 

Отметим, что при учете в (3.2.4) всего одного-двух слагаемых 
не всегда удается получить необходимую точность оценок. Однако 
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основные, характерные особенности поведения системы при этом 
обычно выявляются достаточно хорошо. Так, например, из прове-
денного анализа поведения упругого элемента в виде плоской же-
стко защемленной мембраны следует, что независимо от формы 
мембраны максимальный прогиб будет пропорционален отноше-

нию 2 /qS D . При этом коэффициент пропорциональности будет 

определяться лишь топологией конкретной мембраны (ее формой и 
соотношением размеров сторон) и анизотропией ее упругих 

свойств (отношением изгибных жесткостей ijD ) [19, 20]. 

На рис. 3.34 приведены зависимости нормированного макси-

мального прогиба от отношений 2 /qS Dh  и 2 /qa Dh  для мембран 

разной формы в приближении упругой изотропии материала мем-
браны. Данные зависимости являются универсальными и иллюст-
рируют соотношение между прогибами мембран различной формы, 
имеющих одинаковые площади или ширины. Эти зависимости по-
зволяют также оценить диапазон давлений для конкретной мембраны, 

соответствующий линейному приближению ( max (0.1 0.2)W h ). 

В необходимых случаях результаты расчета можно уточнить, 
удерживая в (3.2.4) большее число слагаемых. При этом, так как 
эти слагаемые являются функциями координат, их вклады в функ-
цию прогиба для разных участков упругого элемента оказываются 
различными и предварительно (исходя из конкретных условий) 
желательно проанализировать роль дополнительных слагаемых и 
определить эффективность их использования. 

Например, при анализе поведения упругих элементов прямо-
угольной формы в условиях жесткого защемления по контуру наи-

более часто пробные функции 1 2( , )x x  для (3.2.4) выбирают в виде 

 
2 2

2 2
1 1 2 1 21 1 m n

jF X X X X ,  (3.9.3) 

где m  и n целые четные числа. Однако в этом случае на плоско-
сти упругого элемента остаются участки, моделирование поведе-
ния которых данными функциями при воздействии однородного 
давления будет малоэффективно. На рис. 3.35 приведены зависи-
мости функций вида (3.9.3) (сплошные линии) от координаты  

1X  при 0
2 1X  и 2

2 0X  для нескольких значений m . Видно, что 

слагаемые с 2m  наиболее эффективны при моделировании по-

ведения  участков  с 1 0.5X ,  причем с увеличением m  максимум 
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Рис. 3.34. Зависимости максимального прогиба от отношений 
2qS Dh  для квадратной (1), круглой (2), прямоугольной (b/a = 2) 

(3), шестиугольной (n = 0.5) (4) и треугольной ( 3b a ) (5) 

     мембран, имеющих одинаковую площадь (а) и ширину (б) 

 
данных функций смещается к внешнему контуру упругого элемен-

та. Однако для моделирования поведения участков с 10.2 0.4X , 

т.е. участков в окрестности центра упругого элемента, эти функции 
оказываются менее эффективными.  

Если при функционировании упругого элемента на его поведе-
ние оказывают существенное влияние близкие к центру участки, то 
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Рис. 3.35. Зависимости функций jF от координаты 1X :  

сплошные линии – 1jF ; штрихпунктир – 2jF ; значения функций в мак-

симуме нормированы к единице 

 

в качестве дополнительных пробных функций 1 2,x x  лучше ис-

пользовать функции вида 

 
2 2

2 2 2 2
2 1 2 1 21 1

kl kd
l d

jF X X X X ,  (3.9.4) 

где k целое четное число, а , 0,1 , 1,0 , 1,1l d . 

На рис. 3.35 показаны зависимости функций 2jF  (штрихпунк-

тирные линии) от координаты 1X  при 0
2 1X  и 2

2 0X  для не-

скольких значений k . Видно, что данные функции эффективны 

как раз в области 1 0.5X , т. е. в окрестности центра данного уп-

ругого элемента, причем этот вывод сохраняется и для направле-

ний с 2 0X  (рис. 3.36). 

Чтобы визуализировать области локализации функций Fj1 и Fj2, 
на рис. 3.36 для них приведены изолинии, соответствующие значе-
нию 0.98. При этом полагали, что в максимуме функции равны 1. 
Серые области соответствуют значениям меньше 0.98, а белые – 
значениям больше 0.98. На рис. 3.37 представлены семейства изо-
линий для функций 

 2 2 2 2 6 6
1 (1 ) (1 )F X Y X Y ,    2 4 2 4 2 2

2 (1 ) (1 )F X Y X Y . 
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Рис. 3.36. Области локализации максимумов проб-
ных функций Fj1 и Fj2; первый тип функций – Fj1 
обозначен сплошными линиями, второй тип 
       функций Fj2 – пунктирными линиями [17] 
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Рис. 3.37. Семейство изолиний для функций 1F  (а) и 2F  (б) 

 
Из рис. 3.36 и 3.37 видно, что для уточнения результатов в ок-

рестности центра мембраны вместо увеличения количества учиты-
ваемых функций первого типа эффективнее использовать функции 
второго типа. В то же время при необходимости уточнения резуль-
татов по периметру и в углах мембраны лучше использовать функ-
ции второго типа. 
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3.10. НЕЛИНЕЙНАЯ ТЕОРИЯ ИЗГИБА ТОНКИХ ПЛАСТИН 

Линейное приближение теории изгиба тонких пластин, исполь-
зованное в предыдущих разделах для определения прогибов и по-
лей деформаций в упругих элементах микромеханических систем, 
является наиболее наглядным и распространенным. Однако, как 
уже отмечалось ранее, оно справедливо лишь в области малых 
прогибов (максимальный прогиб не должен превышать одной-двух 
десятых толщины пластины). Основной причиной, ограничиваю-
щей применимость линейной теории, является пренебрежение 
нормальными и касательными напряжениями, действующими в 
серединной плоскости. При больших прогибах усилия, возникаю-
щие в срединной плоскости, могут стать сравнимыми по величине 
с максимальными изгибными напряжениями и для их учета кроме 
нормального перемещения W точек, лежащих в срединной плоско-
сти, необходимо учесть проекции U  и V  перемещения этих точек 
на оси, лежащие в этой плоскости. Для упрощения расчетов все же 
обычно полагают, что эти проекции малы по сравнению с нор-
мальным перемещением W. Это предположение, конечно, ограни-
чивает величину прогибов, до которых справедливо данное при-
ближение. Однако, в отличие от линейного приближения, 
справедливого лишь при прогибах, малых по сравнению с толщи-
ной пластины, оно справедливо при прогибах, фактически сопос-
тавимых с толщиной пластины. 

Система уравнений, описывающих деформированное состоя-
ние гибких пластин в предположении, что величины прогибов W  
достаточно велики и имеют один порядок с толщиной пластины, 
впервые была получена Карманом и носит его имя. В перемещени-
ях для пластин, выполненных из ортотропного материала, данная 
система приводится к виду 

2 2 2

2 2
ˆ , , 2 , ,x yLW x y q N W x y T W x y N W x y

x yx y
;  

(3.10.1) 

 0xN T

x y
,  0

yN T

y x
,   (3.10.2) 

где оператор 

 
4 4 4

11 12 66 224 2 2 4
ˆ 2( 2 )L D D D D

x x y y
,  (3.10.3) 
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а погонные усилия  

     

22

11 212

12 1 1
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N D

x x y yh
;   (3.10.4)      
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22 122

12 1 1

2 2
y

V W U W
N D

y y x xh
;   (3.10.5) 

 662

12 V U W W
T D

x y x yh
;   (3.10.6) 

 
3
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12 2112 1

xEh
D ; 

3

22
12 2112 1

yEh
D ; 

3

66
12

h
D G ; 

 
3 3

12 21
12 21

12 21 12 2112 1 12 1

y x
E Eh h

D D .     (3.10.7) 

Здесь q интенсивность поперечной нагрузки; h  толщина пла-

стины; xE , yE  модули упругости материала упругого элемента в 

направлении осей x  и y ; 12 21,   коэффициенты Пуассона, 

причем для ортотропного тела 21 12x yE E ; G  модуль сдвига в 

плоскости пластины. 
Точное решение системы уравнений (3.10.1), (3.10.2) в анали-

тической форме получено лишь для некоторых простых задач. 
Обычно же применяют численные или приближенные методы рас-
чета. В последнем случае для решения системы (3.10.1), (3.10.2) 
можно воспользоваться либо приближенными методами интегри-
рования дифференциальных уравнений (например, методом Буб-
нова – Галеркина), либо сначала проинтегрировать уравнения 
(3.10.2), а затем вариационным методом (например, методом Рит-
ца) из условия стационарности полной энергии найти остальные 
параметры. 

При решении задачи определения прогибов в нелинейном  
приближении методом Ритца в выражение для полной энергии 
изогнутой пластины необходимо добавить потенциальную энер-
гию, соответствующую деформации срединной поверхности, так 
называемую потенциальную энергию мембранных или цепных 
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усилий. Если упругий элемент выполнен из ортотропного материа-
ла, причем оси ортотропии материала совпадают с направлениями 
осей x  и y , то для однородных по толщине пластин в прямо-

угольной системе координат энергия мембранных усилий мW  оп-

ределяется следующим интегралом по площади: 

2 2 2
0 0 0 0 0

м 11 12 66 6 222
S

6
2  x x y yW D D D D dxdy

h
, 

(3.10.8) 

где  

 

2
0 1

2
x

U W

x x
, 

2

0 1

2
y

V W

y y
, 

 0
6

V U W W

x y x y
.   (3.10.9) 

Одной из задач, для которых получено аналитическое решение, 
является задача о цилиндрическом изгибе пластины. Такая форма 
срединной поверхности получается, например, при изгибе длинной 
прямоугольной пластины поперечной нагрузкой, не зависящей от 
координаты, в направлении длинной стороны пластинки. 

3.10.1. ЦИЛИНДРИЧЕСКИЙ ИЗГИБ  
ПРЯМОУГОЛЬНОЙ ПЛАСТИНКИ 

Рассмотрим цилиндрический изгиб пластины, заделанной по 
двум длинным противоположным кромкам и нагруженной равно-
мерным давлением. Пусть мы имеем прямоугольную пластинку со 
сторонами 2a  (вдоль оси x ) и b  (вдоль оси y ), причем 2b a . В 

этом случае на некотором удалении от коротких кромок под дейст-
вием поперечной нагрузки срединная поверхность пластинки при-
нимает форму, близкую к цилиндрической, а прогибы W , напря-
жения и деформации будут зависеть только от одной координаты 
x . Тогда в изотропном приближении уравнения (3.10.1), (3.10.2) 
принимают вид 

 

4 2

4 2x

W x W x
D q N

x x
;   (3.10.10) 
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22
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0

W x W xU

xx x
.    (3.10.11) 

Причем усилие xN  постоянно по величине. 

Общее решение уравнения (3.10.10) может быть представлено  
в виде 

     
2

1 2 3 4exp exp
2

x
W x C x C x C C x q ,  (3.10.12) 

где xN D  и q q D . 

Из граничных условий при x a  ( 0W  и 0W x ) по-

лучим 

 1 2

1

2  sh

a
C C q

a
 ,       4 0C , 

 
2

3

ch
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2  sh

aa
C q

a a
 . 

В результате имеем 

 
2 2

2

ch ch
1 2

2  sh

a xa x
W x q

a a a
 .   (3.10.13) 

Теперь из условия отсутствия перемещений U  на краях пла-
стины можно установить связь между нагрузкой q  и величиной 

. В результате получим [22], что 

    

44

2 2 2 2

sh

12sh 9  sh ch 3 2 sh

qa

Dh
,  (3.10.14) 

здесь a . Кроме того, из (3.10.13) имеем 

 
4 2

2 2

ch ch
1 2

 sh2

x aqa x
W x

D a
. (3.10.15) 
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Из (3.10.15) видно, что нормированный прогиб ( )W x h  в коорди-

натах x a  зависит только от величины 4qa Dh  (поскольку  со-

гласно (3.1.14) тоже зависит от этой же величины). Таким образом, 
используя (3.10.14) и (3.10.15), можно рассчитать и построить за-

висимости ( )W x h  от координаты при различных значениях 

4qa Dh . Аналогично можно получить и зависимость максималь-

ного прогиба maxW h  (прогиба в точках с 0x ) от 4qa Dh . На 

рис. 3.38 приведена зависимость maxW h  от величины приведен-

ной нагрузки 4qa Dh  (кривая 1). Видно, что при учете цепных 

усилий зависимость прогиба от нагрузки становится существенно 
нелинейной. 

В линейном приближении при рассмотрении цилиндрического 
изгиба пластин выражение (3.10.10) упрощается и принимает вид 

 

4

4

d W x
D q

dx
.   (3.10.16) 

Решение данного уравнения в случае защемления длинных кромок 
имеет вид 
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Рис. 3.38. Зависимость maxW h  от величины  

приведенной нагрузки 4qa Dh : 

1– расчет по (3.10.15), 2 – по (3.10.17), 3 – по (3.10.22) 
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Для сравнения на рис. 3.38 представлена зависимость maxW h  от  

приведенной нагрузки 4qa Dh  (прямая 2), рассчитанная в линейном 

приближении. Видно, что в данном случае приемлемая для сенсо-
ров линейность упругой характеристики сохраняется примерно до 

max 0.3W h . 

Получим выражение для расчета прогиба при цилиндрическом 
изгибе пластины методом Бубнова – Галеркина. В качестве проб-
ной функции для прогиба будем использовать функцию вида 

 
2

2 2
0W x A x a ,  (3.10.18) 

соответствующую точному решению (3.10.17) задачи в линейном 
приближении. Интегрируя (3.10.11), получим выражение, связы-
вающее функции прогиба ( )W x  и смещения ( )U x : 

 

2

1 2

1

2

dW
U x dx C x C

dx
.  (3.10.19) 

Отсюда с учетом граничных условий, соответствующих жесткому 

защемлению, можно найти iC . В результате получим, что 

 2 2 2 4 2 2 4
0

8
15 27 8

105
U x A a x x x x a a .   (3.10.20) 

Следует отметить, что в соответствии с (3.10.19) максимальная 
степень n  у переменной x  в выражении для ( )W x  связана с мак-

симальной степенью m  у x  в выражении для ( )U x  соотношением 

 2 1m n .  (3.10.21) 

Используя (3.10.18) и (3.10.20), методом Бубнова – Галеркина 
можно получить выражение для оценки прогиба пластины при 
воздействии равномерно распределенного давления в виде 

 

2
2

2

245
1

16 2

h x
W x F

F a
,   (3.10.22) 

где 

 

1
31

3
2

4 4245 245

2 2

qa qa
F

Dh Dh
.   (3.10.23) 
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На рис. 3.38 приведена зависимость maxW h  от величины при-

веденной нагрузки 4qa Dh , рассчитанная с использованием 

(3.10.22). Видно, что в данном случае наблюдается достаточно хо-
рошее согласие с результатами точного расчета. Оценки показы-

вают, что различие для max 2W h  не превышает 1.2 %. При этом 

для расчетов гораздо удобнее использовать (3.10.22). 
На рис. 3.39 приведены зависимости прогиба удлиненной пла-

стинки от координаты X x a , рассчитанные при 4 237qa Dh  с 

использованием (3.10.15) (кривая 1, пунктир) и (3.10.22) (кривая 2). 
Видно, что кривая 2 достаточно хорошо согласуется с точными 
расчетами только в окрестности точки максимального прогиба. 
При приближении к линии заделки различие возрастает и для давле-

ний, соответствующих max 2W h , может достигать 45 %. Такое 

поведение является следствием использования в качестве пробной 
функции выражения (3.10.18). Данная функциональная зависимость 
прогиба от координаты соответствует линейному приближению, не 
учитывающему растяжение средней линии. При этом достаточно 
хорошо удается согласовать лишь зависимость максимального про-
гиба от внешнего давления. Однако точное решение показывает, что 
цепные усилия изменяют и форму прогиба, увеличивая прогиб пе-
риферийных областей. 
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Рис. 3.39. Зависимость нормированного прогиба уд-
линенной пластинки от координаты X x a  при 

                                 4 237qa Dh : 

1 – расчет по (3.10.15), 2 – по (3.10.22), 3 – по (3.10.24) 
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Влияние напряжений, возникающих  в срединной поверхности, 
можно учесть, увеличив количество слагаемых, удерживаемых в 
пробной функции. В частности, учитывая у пробной функции 
(3.10.18) еще одно слагаемое, получим выражение для прогиба в 
виде 

2
2 2

2 2

245 245
1 1 0.01875

16 2 2

h x x
W x F F

F Fa a
.  (3.10.24) 

Анализ показывает, что оценки прогибов, выполненные с ис-
пользованием данного выражения, для давлений, соответствующих 

max 2W h , будут отличаться от точного решения не более чем на 

10 %, что вполне приемлемо для практических оценок. 

3.10.2. ИЗГИБ КРУГЛОЙ ИЗОТРОПНОЙ ПЛАСТИНЫ 

Кроме упругих элементов в виде балочек и прямоугольных 
пластин широкое распространение получили упругие элементы 
круглой формы. Рассмотрим задачу осесимметричного изгиба 
круглой однородной изотропной равномерно нагруженной пласти-
ны при больших деформациях [23]. В этом случае порядок системы 
дифференциальных уравнений (3.10.1), (3.10.2) может быть пони-
жен. В результате для осесимметричного изгиба придем к системе 
уравнений 

4 3 2
2

4 3 2 2 3

2 1 1 1
 12

d W d W d W dW
D q Dh T r

r dr rdr dr r dr r
,  (3.10.25) 

 

2
1

1
2

U r dU r dW

r dr dr
 

 

22

2 2

1

2

d U r dU r U rd dW
r

dr dr r drdr r
,  (3.10.26) 

где 
3

12(1 )

Eh
D  – изгибная жесткость, а 

 

2 2
2

2

1

2

dU r U rdW dW d W
T r r

dr dr r dr dr
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22

2 2

1

2

d U r dU r U rdW d dW
r

dr dr dr r drdr r
. 

Решение данной системы уравнений будем искать методом 
Бубнова – Галеркина (БГ). 

Рассмотрим случай жесткого защемления по внешнему конту-
ру. Известно, что в этом случае при малых нагрузках прогибы бу-
дут определяться выражением 

 2 2
0(1 ρ )W A ,   (3.10.27) 

где ρ ;r R  4
0 64A qR D  – прогиб центра пластинки, а R ради-

ус пластинки. 
Предположим, что и при больших прогибах форма изогнутой 

поверхности пластинки тоже имеет вид, аналогичный (3.10.27), т.е. 
2 2

0( ) (1 ρ )W W . Тогда с учетом (3.10.21) выражение для функ-

ции смещения ( )U r  можно выбрать в виде 

 2 2 2 4
0 0 1 2

ρ
ρ 1 ρ ρ ρ

6
U W b b b

R
.   (3.10.28) 

Подставляя (3.10.28) и (3.10.27) в (3.10.26), в рамках метода БГ 
получим 

 0 5 3b , 1 13 3b , 2 7b .   (3.10.29) 

Теперь, решая (3.10.25), можно получить уравнение для определе-

ния 0W  в виде 

 
4

3
0 02

1 4
0

3 48

R
W W q

Dh
.    (3.10.30) 

Отсюда 

 0

1
0.6667W h F

F
,   (3.10.31) 

где 

 

1
32

3

0.003562 1 0.003562
F SP SP , 

20.5476 0.3333 0.2143 , 2SP qS Dh , S  – площадь пла-

стинки. 
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Подставляя (3.10.31) в (3.10.27), видим, что при учете цепных 

усилий нормированный прогиб ( )W h  пластинки зависит от SP и 

, причем зависимость от довольно слабая.  
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Рис. 3.40. Зависимости maxW h  от величины приве-

денной нагрузки:  

сплошные линии – расчет с использованием (3.10.27) и 
(3.10.31), штриховая линия 1 соответствует линейному прибли-

                       жению; 2 0.06219 , 3 0.3  

 

На рис. 3.40. приведены зависимости maxW h  от величины 

приведенной нагрузки SP, рассчитанные по (3.10.27) с использова-
нием (3.10.31). На этом же рисунке представлены результаты рас-
чета в линейном приближении (прямая 1), т.е. без учета усилий, 
возникающих в срединной поверхности пластины. Видно, что в 
данном случае линейное приближении достаточно хорошо описы-
вает зависимость максимального прогиба от нагрузки лишь до про-

гибов max 0.3W h . 

3.10.3. ИЗГИБ КВАДРАТНОЙ ИЗОТРОПНОЙ ПЛАСТИНЫ 

Рассмотрим изгиб изотропной квадратной пластинки, жестко 
защемленной по всему контуру, под действием равномерно рас-
пределенного поперечного давления с учетом растяжения средин-
ной поверхности. Решение будем искать методом БГ. 
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В качестве пробной функции для прогиба используем функцию 
вида 

 
2 2

2 2
0, 1 1W X Y W X Y ,    (3.10.32) 

удовлетворяющую граничным условиям (здесь X x a  и 

)Y y a . 

Учитывая результаты анализа цилиндрического изгиба пла-
стин, смещения по x  и y  будем представлять в виде 

         
4

2 2 2 4 2
0 0 1 2 1   1

X
U W X b b X b X Y

a
;  (3.10.33) 

         
4

2 2 2 4 2
0 0 1 2 1   1

Y
V W Y b b Y b Y X

a
.   (3.10.34) 

Данные функции удовлетворяют граничным условиям и симмет-
рии задачи, а также соотношению (3.10.21). 

В рамках метода БГ, подставляя (3.10.32), (3.10.33) в (3.10.2), 

можно определить коэффициенты :ib  

 0 0.761 0.4912b , 

 1 2.172 0.54b ,     (3.10.35) 

 2 1.177 0.234b . 

Теперь, учитывая (3.10.1), (3.10.32) – (3.10.34), получим 

 0

1
0.6095W h F

F
,    (3.10.36) 

где 
20.4864 0.2961 0.1654 , а 

 

1
32

3

0.0032711 1 0.0032711
F SP SP . 

Подставляя (3.10.36) в (3.10.32), видим, что при учете цепных уси-

лий нормированный прогиб ,W X Y h  квадратной пластинки, как 

и в случае круглой пластинки, зависит от SP  и .  
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На рис. 3.41 приведены зависимости maxW h  от величины при-

веденной нагрузки 2qS Dh , рассчитанные по (3.10.32) с использо-

ванием (3.10.36). На этом же рисунке приведены результаты расче-
та в линейном приближении без учета усилий, возникающих в 
срединной поверхности пластины. Видно, что и в данном случае 
линейное приближении достаточно хорошо описывает зависимость 
максимального прогиба от нагрузки лишь до прогибов 

max 0.3W h .  

 

qa
Dh

4

W
h

0 

1

0.8

0.6

0.4

0.2

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 

 
 

Рис. 3.41. Зависимости maxW h  от величины  

приведенной нагрузки: 

сплошные линии – расчет с использованием (3.10.36),  
штриховая линия – линейное приближение 

 
На рис. 3.42 приведено распределение линий равного смещения 

U  по площади пластины. Зависимость смещения U  от координа-

ты X x a  при Y y a  = 0 для квадратной пластины при воздей-

ствии равномерно распределенного поперечного давления приве-
дена на рис. 3.43. На рис. 3.44 приведено распределение линий 

равных деформаций 0
x  по площади пластины при воздействии 

равномерно распределенного поперечного давления. 

Рассчитав с учетом (3.10.9) распределение деформаций 0
x , 0

y  

и  0
6   для  срединной  поверхности  пластины,  можно  определить  
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Рис. 3.44. Распределение линий 

равных деформаций 
0
x  по пло-

щади квадратной пластины при 
воздействии равномерно распре-
деленного поперечного давления 
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Рис. 3.42. Распределение ли-
ний равного смещения U  по 
площади пластины при воз-
действии равномерно распре-
деленного поперечного дав-
   ления; X x a  и Y y a  

Рис. 3.43. Зависимость смещения U  

от координаты X  при 0Y  для 
квадратной пластины при воздейст-
вии равномерно распределенного 
          поперечного давления  

 

 

компоненты тензора деформаций x , y  и 6  в точках, находя-

щихся на расстоянии z  от срединной поверхности. При этом 

     
2

0

2x x

W
z

x
, 

2
0

2y y

W
z

y
, 

2
0

6 6 2
W

z
x y

.   (3.10.37) 

Если прогибы пластины дос-
таточно малы, то связь между 
деформациями и приложенным 
давлением линейная. При уве-
личении давления и прогиба 
растяжение срединной поверх-
ности приводит к появлению 
нелинейности в соотношении 
давление – деформация. В свою 
очередь степень нелинейности 
будет зависеть от величины и 
направления действия давления, 
а также координаты точки на 
пластине. 

Количественно нелиней-
ность зависимости давление – 
деформация можно охарактери-



3.10. Нелинейная теория изгиба тонких пластин 169 

зовать коэффициентом нелинейности iN . Например, коэф-

фициент 

 max max

max

0.5 ( ) (0.5 )

( )

x x
x

x

q q
N

q
, 

где max( )x q  компонента тензора деформации x  при воздействии 

давления maxq , а max( )x q  компонента тензора деформации x  

при воздействии давления max0.5q . 

Зависимости коэффициента нелинейности xN  от величины 

приведенной нагрузки SP  приведены на рис. 3.45. Кривые 1 и 3 
рассчитаны с использованием (3.10.32) для верхней поверхности 
пластины ( 0.5z h ), а 2, 4 – для нижней ( 0.5 );z h  кривые 1, 2 

соответствуют точкам в центре пластины (т. е. точкам с координа-
тами 0X  и 0Y ), а 3, 4 – точкам в центре боковой стороны 
пластины (т. е. точкам с координатами 1X  и 0Y ). 

 

-0.25

-0.2

-0.15

-0.1

-0.05

0

0.05

0 200 400 600 800 1000
 

 

 

 SP 

 N x 

 1 

 3 

 4 

 2 

 
Рис. 3.45. Зависимости коэффициента нелинейности 

                   xN  от приведенной нагрузки: 

кривые 1, 2 – для точки с координатами {0,0} , 3, 4 – для точки 

с координатами {1,0}  

 
Видно, что наблюдается существенная зависимость коэффици-

ента нелинейности как от координаты точки в плоскости пластины, 
так и от выбора поверхности пластины, что необходимо учитывать 
при проектировании упругих элементов сенсоров. 
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3.10.4. ИЗГИБ ТРЕУГОЛЬНОЙ ИЗОТРОПНОЙ ПЛАСТИНЫ 

В рамках метода Бубнова – Галеркина получим выражение, по-
зволяющее описать изгиб изотропной равносторонней треугольной 
пластинки (см. рис. 3.10) под действием равномерно распределен-
ного поперечного давления с учетом растяжения срединной по-
верхности. 

Будем полагать, что пластинка жестко защемлена по контуру. 
Тогда в качестве пробной функции для прогиба можно использо-
вать функцию вида 

 
2

2 2 2
0, 1W X Y A Y X Y ,   (3.10.38) 

удовлетворяющую граничным условиям (здесь X x a , Y y b , 

0A  – искомая функция, определяющая прогиб, 2a – длина стороны 

и b – высота треугольника). Смещения по x  и y  с учетом (3.10.2) 

представим как 

 
2

22 1 2 2 4
0 0 1 a 1U A Y X b b X XY ,   (3.10.39) 

 
2 1 2
0 3 1 1V A b Y Y X  

 
2

2 2 2 2 3
2 3 41Y X b b Y b X Y .  (3.10.40) 

Данные функции удовлетворяют граничным условиям и сим-
метрии задачи. Подставляя (3.10.38), (3.10.39) и (3.10.40) в (3.10.2), 

можно найти связь между 0A  и :ib  

 2
0 0.1943 0.056 0.0222b ;  

 2
1 1.2066 0.4127 0.0285b ,  (3.10.41) 

 2
2 0.27967 0.0422 0.001b ;  

 2
3 0.59243 0.2622 0.136b ;  (3.10.42) 

 2
4 1.0947 0.0423 0.193b .   
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Теперь, подставив (3.10.38) – (3.10.42) в (3.10.1) и произведя ин-
тегрирование, получим, что 

 0

1
47.513  A h F

F
,   (3.10.43) 

где 21.1285 0.74982 0.2266 , а  

 

1
32

3

0.0012332 1 0.0012332
F SP SP . 

На рис. 3.46 приведены зависимости нормированного макси-

мального прогиба maxW h  равносторонней треугольной пластины, 

жестко защемленной по контуру, от величины приведенной на-

грузки 2 /qS Dh , рассчитанные по (3.10.31) с использованием 

(3.10.36) (здесь S площадь пластины). Видно, что отклонения от 
расчета в линейном приближении для треугольной пластины ста-

новятся заметными при max 0.3W h . Отметим, что у пластинки в 

форме правильного треугольника максимальный прогиб наблюда-

ется в ортоцентре. Таким образом, для нее 0 00.021948W A , при 

этом, как и в случае квадратной пластины, у треугольной пластины 

прогиб определяется величинами 2qS Dh  и . 
 

W
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Рис. 3.46. Зависимости максимального прогиба 

maxW h  равносторонней треугольной пластины от 

             величины приведенной нагрузки :SP   

1 –  = 0.3, 2 –  = 0.06219, 3 – линейное приближение 
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Рис. 3.47. Распределение линий равного прогиба W  (а) и смещения  

V  (б) по площади треугольной пластины при изгибе равномерно рас-
                                       пределенным давлением 

 
На рис. 3.47 приведено распределение линий равного прогиба 

( , )W X Y  и равного смещения V  по площади треугольной мембра-

ны, рассчитанное с использованием (3.10.1) – (3.10.6). 
Распределение линий рав-

ной деформации 0
x  по площа-

ди треугольной пластины, рас-
считанное с использованием 
(3.10.9), приведено на рис. 3.48. 

Следуя общему алгоритму, 
можно найти зависимости про-
гиба и компонент тензора де-
формаций от координат и дав-
ления с учетом напряжений в 
срединной поверхности и для 
упругих элементов, например, 
в виде трапеции и шестиуголь-
ника. В качестве основных ба-
зисных функций для прогиба и 
смещений U и V, удовлетво-
ряющих граничным условиям 
жесткого защемления по кон-

туру и симметрии задачи, в этих случаях можно выбрать функции 
вида 
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Рис. 3.48. Распределение линий рав-

ной деформации 
0
x  по площади 

треугольной пластины при изгибе 
равномерно распределенным давле-
                          нием 
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42 4 2 2 1

1 2 0 2 2 1 0 1 1, 1
X

U X X A X X F d d X
a

,   (3.10.44) 

 
82 8 2 2

1 2 0 2 2 1 2 2 3 2

1 2
, 1 /

3 1

n
V X X A X X F X d d X b

n
 

для трапецеидального упругого элемента (см. рис. 3.25) (здесь 

1X x a , 2X y a , n c a ) и 

 
2

2 2 2
1 2 0 2 1 2, 1W X X W X F F , 

 
24 22 2 2 2 2 2

1 2 0 2 1 2 2 1, 1 1 1U X X W X F F n X X  

 
2

0 1 1 1 /g g X X a ,  (3.10.45) 

 
2

2 4 4 2
1 2 0 2 1 2 2 2 3 2, 1 /V X X W X F F X g g X b  

для шестиугольного упругого элемента (см. рис. 3.27), здесь  

 
2 2

1 2 11 1F X n X  и 
2 2

2 2 11 1F X n X . 

Неизвестные коэффициенты 0A , 0 3d d , 0W  и 0 3g g  можно 

определить, применив ту же процедуру, что и для треугольного 
упругого элемента. Например, для упругого элемента в форме пра-
вильного шестиугольника, используя (3.10.35), получим 

 0 1.405 0.79g ,    1 5.713 4.04g , 

 2 1.1204 0.628g ,    3 3.51 1.71g . 

Теперь, подставив (3.10.35) в (3.10.1) и произведя интегрирование, 
получим, что для шестиугольного упругого элемента 

 0

1
1.1345  FW h

F
,  (3.10.46) 

где 21.8316 0.85537 0.856 , а 

 

1
32

3

0.0017074 1 0.0017074
F SP SP , 
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На рис. 3.49 приведено рас-
пределение линий равного сме-
щения V  по площади шести-
угольной пластины при изгибе 
равномерно распределенным 
давлением, рассчитанное с ис-
пользованием (3.10.45). 

Полные деформации и меха-
нические напряжения, возни-
кающие в слое, отстоящем от 
срединной плоскости упругого 
элемента на расстояние z, опре-
деляются выражениями (3.10.37) 
и (3.5.12). При использовании 
(3.10.44) и (3.10.45) были рассчи-
таны зависимости прогиба и 
смещений от координат и давле-
ния, а также проведено сопос-

тавление их с аналогичными зависимостями, полученными с по-
мощью САПР ANSYS.  

Сравнение показало, что выбранные базисные функции доста-
точно хорошо описывают прогиб упругого элемента и в линейном, 
и в нелинейном приближении (максимальная ошибка составляет 
около 2 %). При этом прогиб упругого элемента в нелинейном 
приближении примерно на 25 % меньше прогиба, рассчитанного в 
линейном приближении. Кроме того, оценки нелинейности выход-
ной характеристики тензорезистивного сенсора давления показы-
вают, что максимальная нелинейность в этом случае вплоть до 
давлений, приводящих к прогибу кремниевой мембраны, равному 
ее толщине, не превысит 16 %.  

Полученные в этой главе аналитические выражения позволяют 
рассмотреть влияние размеров и формы упругого элемента на его 
характеристики. На рис. 3.50 показаны зависимости нормирован-

ного максимального прогиба 0W h  от величины приведенной на-

грузки ,SP  рассчитанные с использованием (3.9.27), (3.10.32), 

(3.10.38) и (3.10.45) для диафрагм разной формы, но одинаковой 
площади. Видно, что при одинаковых площадях наименьшая эф-
фективная жесткость будет у диафрагмы круглой формы, а наи-
большая – у диафрагмы треугольной формы (рассматриваются 
правильные многоугольники). Прогибы же в центрах квадратной  
и  шестиугольной  диафрагм  будут  практически  совпадать.  Такое 
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Рис. 3.49. Распределение линий 
равного смещения U  по площади 
шестиугольной пластины при из-
гибе равномерно распределенным 
                    давлением 
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Рис. 3.50. Зависимости относительного максимально-

го прогиба 0W h  от величины приведенной нагрузки 

SP  при 0.3  для диафрагм разной формы, но оди-
наковой площади:  

 – круглая диафрагма,   – квадратная диафрагма,     – треуголь-
ная диафрагма,             – шестиугольная диафрагма 

 
расположение кривых определяется соотношением топологий уп-
ругих элементов (рис. 3.51, а).  

Изменяя размеры диафрагм, можно изменять соотношение эффек-
тивных жесткостей, а следовательно, и максимальных прогибов у диа-
фрагм разной формы. На рис. 3.52 приведены зависимости норми-

рованного максимального прогиба 0 /W h  от величины приведенной  
 

 

  2R 

 

          а                      б 

Рис. 3.51. Соотношение топологий диафрагм разной формы:  

а – при одинаковой площади, б – при одинаковой длине базы 
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Рис. 3.52. Зависимости относительного максимально-

го прогиба 0W h  от величины приведенной нагрузки 

RP  при 0.3  для диафрагм разной формы, но оди-
                            наковой длины базы: 

 – круглая диафрагма,   – квадратная диафрагма,   – треугольная 
диафрагма,            – шестиугольная диафрагма 

 

нагрузки 4 /RP qR Dh , рассчитанные с использованием (3.9.27), 

(3.10.32), (3.10.38) и (3.10.45) для диафрагм разной формы, но оди-
наковой длины базы 2R (рис. 3.51, б). Видно, что в этом случае при 
одинаковом давлении максимальный прогиб будет у диафрагмы 
квадратной формы, несколько меньше прогнется круглая диафраг-
ма, еще меньше – диафрагма в виде правильного шестиугольника и 
треугольника. 

Используя результаты, полученные в этом разделе, можно най-
ти распределение прогибов, смещений, напряжений и деформаций 
по площади диафрагмы, что необходимо для выявления областей, 
наиболее перспективных для размещения чувствительных элемен-
тов датчиков или испытывающих критические напряжения, спо-
собные вызвать разрушение конструкции. 

3.11. ДИНАМИЧЕСКИЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ  
УПРУГИХ ЭЛЕМЕНТОВ МИКРОМЕХАНИЧЕСКИХ СИСТЕМ 

При создании микромеханических датчиков давления необхо-
димо обеспечить требуемые значения таких параметров, как верхняя 

граничная частота грf  и допустимая неравномерность амплитудной 
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частотной характеристики f  для широкополосных датчиков или 

время установления устt  ( %)  и допустимое значение относитель-

ного выброса  переходной характеристики для импульсных датчи-
ков (датчиков ударных волн). Поэтому необходимо иметь возмож-
ность их оценки уже на этапе проектирования. 

Оценить эти параметры можно, используя динамические харак-
теристики микромеханической системы. В принципе под динами-
ческой характеристикой системы можно понимать любое соотно-
шение, заданное аналитически, графически или в виде таблицы, 
которое позволяет рассчитать поведение системы во времени. Наи-
более часто в качестве динамической характеристики используются 
дифференциальные уравнения, записанные в различной форме. На-
ряду с дифференциальными уравнениями используются и их раз-
личные преобразования. Например, применяя преобразования Лап-
ласа, Карсона – Хевисайда или оператор дифференцирования 

p d dt  к обеим частям дифференциального уравнения системы (с 

учетом вида воздействия) при нулевых начальных условиях, можно 
найти соотношения между входными и выходными параметрами и 
получить так называемую передаточную функцию.  

Обычно динамические характеристики датчиков определяют 
экспериментально либо на основании расчетов в предположении 
изотропии упругих свойств материала мембраны без учета влияния 
окружающей воздушно-газовой среды. Однако в ряде случаев 
применение такой «изотропной» модели может приводить к замет-
ным ошибкам, особенно в случае тонких мембран. В данном раз-
деле проведем моделирование передаточной характеристики полу-
проводникового чувствительного элемента датчика давления с 
учетом анизотропии упругих свойств материала мембраны и по-
терь за счет внешних и внутренних факторов [24–26]. 

В качестве мембраны рассмотрим прямоугольную жестко за-
щемленную пластинку, ортотропную в отношении упругих 
свойств. Передаточную характеристику чувствительного элемента 
найдем в результате решения дифференциального уравнения, опи-
сывающего колебания тонкой пластинки. 

Расположим декартову систему координат так, чтобы оси орто-
тропии совпали с направлением осей x и y. Ограничимся случаем 
малых прогибов ( , , )W x y t , когда выполняется условие W h , где 

h  толщина пластинки. При этом уравнение, описывающее коле-
бания пластинки, может быть представлено в виде 

 
2

12
ˆ ˆ , ,

  

W W
h LW LW q x y t

t tt
,  (3.11.1) 
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где плотность материала пластинки;  – коэффициент, характе-

ризующий затухание под действием внешних факторов; 1 коэф-

фициент внутреннего трения (по гипотезе вязкого трения); 

, ,q x y t интенсивность внешней нагрузки; оператор 

 
4 4 4

11 22 12 664 4 2 2
ˆ 2 2L D D D D

x y x y
, 

ijD жесткости пластинки при изгибе; , ,W W x y t – прогиб пла-

стинки. 
Решение (3.11.1) будем искать методом Бубнова – Галеркина. 

При этом прогибы пластинки под действием нагрузки представим 
в виде ряда 

 , ,   mn mn m n
m n

W x y t A T t U x U y ,  (3.11.2) 

где mnA неопределенные параметры; mnT t пока не известные 

функции времени; kU базисные функции, удовлетворяющие всем 

граничным условиям. 
В качестве базисных выберем систему функций вида 

 

22

22

cos ,      0,1, 2,...,

cos ,      0,1, 2,...,

m

n

m
U x x x a x m

a

n
U y y y b y n

b

 (3.11.3) 

здесь ,  a b длина и ширина прямоугольной пластинки. 

Подставляя (3.11.2) в (3.11.1) с учетом (3.11.3), в соответствии с 
методом Галеркина приходим к системе линейных дифференци-
альных уравнений с постоянными коэффициентами [27] 

  mnij mn mnij mn mnij mn ij
m n

T T c T F t  ,  (3.11.4) 

 0,1,2,...,     0,1,2,...i j , 

где 

 mnij mnijhd ,   1mnij mnij mnijc d ; 

 
S

ˆ   mnij mn i j m nc A U x U y LU x U y dxdy ; 
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S

   mnij mn i j m nd A U x U y U x U y dxdy ; 

 
S

, ,   ij i jF t q x y t U x U y dxdy . 

Записав систему уравнений (3.11.4) в операционной форме, 

можно найти mnT p , а затем и mnT t , т. е. определить зависи-

мость прогиба пластинки от времени (здесь ( )T p   ( )T t . 

Так, переходя к двухиндексной записи, вместо (3.11.4) получим 

  df d df d df d f
d

T T c T F t  ,  (3.11.5) 

здесь d нумерует все наборы mn , а f  нумерует все наборы ij . 

Теперь из (3.11.5) при нулевых начальных условиях имеем 

 
1

d fd f
f

T p p F p
p

,  (3.11.6) 

где ( )p  – определитель системы (3.11.5); ( )fd p  – алгебраиче-

ское дополнение элемента fd , ( )fF p   ( )fF t  

Проводя численные расчеты, в (3.11.4) можно учесть достаточ-
но большое число слагаемых и, следовательно, большое число ти-
пов колебаний, возбуждаемых при сложных зависимостях внешне-
го воздействия от пространственных координат и времени. 

Однако значительный интерес представляет поиск аналитиче-
ских решений, позволяющих облегчить дальнейший анализ ре-
зультатов и упростить оптимизацию. 

Ограничимся учетом пяти типов колебаний, т. е. в (3.11.4) со-
храним слагаемые с 0,  1m ; 0,  1, 2n ; 0,  1i  и 0,  1, 2j . При 

этом (3.11.5) будет содержать пять уравнений. 
Предположим также, что на пластинку действует равномерно 

распределенная внешняя нагрузка единичной интенсивности 1( )q t . 

Тогда, применяя преобразование Лапласа при нулевых начальных 
условиях, имеем 

 
2

00 1 1 5 5
5

B
T p q p p p D

h
, 

 01 10 11 0T p T p T p , (3.11.7) 
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2

02 1 1 6 6
6

B
T p q p p p D

h
, 

здесь 

 5 1 2 3 1 17.642 3.6108D D D , 

 6 1 3 1 1.5183D D , 
4

1 11504D D ha , 

 
2 2
1 2 2 2 31 30.266 29.1 21.852B D D D D D  

 
2

3 35.376 2.59D D ,  (3.11.8) 

 1q p   1q t , 
4

2 22 11D D D , 
2

3 12 66 112D D D D , 

 

2

4 3 2 2
1 1 12 2 1D p g p g B p

h h h
 

 12 g B p B
h

,  
a

b
, 

 1 2 3 1 15.133 2.688g D D D . 

При сделанных допущениях с учетом (3.11.2), (3.11.3) и (3.11.7) 
передаточная функция для тонкой жестко защемленной пластинки 
может быть представлена в виде 

 00 00

, ,W x y p
H p A T p

q p
 

       
2

02 02 1cos 2  A T p y b x x a y y b q p ,    (3.11.9) 

здесь 

 5
00 4 4

727.33 

 
A

h a b B
,  6

02 4 4

455.54 

 
A

h a b B
. 

Используя передаточную функцию (3.11.9), можно стандарт-
ным образом получить реакцию пластинки (т. е. прогиб) на воздей-
ствие давления, произвольно зависящего от времени (но равномер-
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но распределенного по площади пластинки). В том числе можно 
определить переходную ( )h t , амплитудную частотную ( )A  

(АЧХ) и фазовую частотную ( ) (ФЧХ) характеристики. 
При использовании метода Бубнова – Галеркина качество рас-

четов во многом определяется удачным выбором базисных функ-
ций. Нам не известны литературные данные по расчету передаточ-
ных характеристик жестко защемленных пластин с учетом 
анизотропии их упругих свойств при наличии затухания. Однако 
наши расчеты позволяют найти частоты собственных колебаний 
рассматриваемой системы. Эти результаты при отсутствии затуха-
ния в приближении изотропии упругих свойств материала пласти-
ны можно сопоставить, например, с данными работы [28]. 

Расчеты показали, что при отсутствии затухания выражение 
для оценки основной частоты и, по крайней мере, пяти первых 
гармоник может быть представлено в виде 

 2 211
22 12 662 2 2

2
 

i
i i i

D
D D D

h a b
.  (3.11.10) 

Значения параметров ,  и  приведены в табл. 3.6. 

 
Т а б л и ц а  3.6 

Значения ,  и  для прямоугольной мембраны 

i i  i  i  

0 504 1 0.57143 

1 504 7.5635 2.205 

2 3812 1 1.1251 

3 504 29.266 4.8047 

4 14751 0.258 0.634 

5 14619 1 1.3975 

 

В приближении изотропии упругих свойств пластины (3.11.10) 
принимает вид 

 
2

i
i

D

ha
.  (3.11.11) 

Значения i  для квадратной пластины, вычисленные с исполь-

зованием базисных функций (3.11.3), представлены в табл. 3.7, 

здесь же приведены i  из [28]. 
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Т а б л и ц а  3.7 

Значения i  для квадратной пластины 

Источник 
Число узло-
вых линий m 

по оси Х 

Число узловых линий n по оси Y 

0 1 2 

Наши данные 

Данные [28] 

Разница % 

0 

36 

35.965 

0.1 

73.67 

73.390 

0.38 

132.95 

130.77 

1.67 

Наши данные 

Данные [28] 

Разница % 

1 

73.67 

73.390 

0.38 

109.15 

108.071 

1 

167.07 

164.98 

1.27 

Наши данные 

Данные [28] 

Разница % 

2 

132.95 

130.77 

1.67 

167.07 

164.98 

1.27 

222.86 

220.13 

1.24 

 

В табл. 3.8 представлены результаты расчета 0  для прямо-

угольной пластинки при различных отношениях длин боковых 
сторон. 

 
Т а б л и ц а  3.8 

Результаты расчета 0 

Источник 
b a  

1 1.5 2 2.5 3  

Наши данные 

Данные [28] 

Разница % 

36 

35.98 

0.055 

27.05 

27.00 

0.185 

24.65 

24.57 

0.326 

23.73 

23.77 

– 0.17 

23.28 

23.19 

0.4 

22.45 

22.37 

0.357 

 

Как видно из табл. 3.7 и 3.8, результаты расчетов с использова-
нием функций (3.11.3) и данные из работы [28] в изотропном при-
ближении довольно хорошо согласуются. 

В работе [29] приведены результаты эксперимента по измере-
нию резонансной частоты кремниевых мембран, изготовленных в 
плоскости (100). Было установлено, что частота основного резо-

нанса мембраны с размерами 2 2 0.018 мм
3
 равна 61.46 кГц. Со-

гласно расчетам по формуле (3.11.10) с учетом анизотропии упру-
гих свойств кремния частота основного резонанса для такой 
мембраны составляет 61.12 кГц, что всего на 0.56 % меньше значе-
ния, полученного экспериментально.  

Таким образом, можно предположить, что и с учетом анизо-
тропии упругих свойств анализируемая модель хорошо отражает 
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реальную ситуацию, а (3.11.9) позволяет с достаточной точностью 
определять зависимости прогиба и компонент тензоров механиче-
ских напряжений и деформаций для прямоугольной мембраны от 
пространственных координат и времени, что и необходимо для оп-
ределения динамических характеристик датчика [25, 26]. 

Если на вход микромеханической системы подается периоди-
ческое воздействие заданной амплитуды и частоты, то реакция 
системы также будет иметь периодический характер. Взаимосвязь 
между параметрами периодических сигналов на входе и выходе 
системы определяют частотные характеристики. 

В нашем случае согласно (3.11.9) обобщенная частотная харак-
теристика прямоугольной мембраны может быть представлена в 
виде 

 1 24 4

2
, , 727.33 455.54 cos  

A
W x y j K K y

bha b G
 

 2 x x a y y a ,  (3.11.12) 

где  

 
4 2 2

3 5 42  G j K K K B , 

 2
1 1 5 5 K j

h
, 

 2
2 1 6 6 K j

h
, 

 3 1K g
h

,   5 1K g B
h

, 

 

2

2
4 1 12 1K g B

h h
. 

Типичная амплитудно-фазовая характеристика для квадратной 
мембраны, рассчитанная с использованием (3.11.12), приведена на 
рис. 3.53. При расчете использовали следующие параметры: мате-
риал мембраны – Si, размеры 2 2 0.018  мм

3
, добротность 

130Q  [29]. 
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На практике большее распро-
странение получили не сама обоб-
щенная частотная характеристика, 
а ее составляющие и в первую 
очередь амплитудная и фазовая 
частотные характеристики. 

На рис. 3.54 приведена АЧХ 
для данной мембраны, рассчитан-
ная с использованием (3.11.12). 
Результаты расчета достаточно 
хорошо согласуются с данными 
эксперимента [25, 26, 29, 30]. 

Приведенная АЧХ типична 
для монокристаллических полу-
проводниковых мембран, имею-

щих высокие добротности. Характерной особенностью таких сис-
тем является слабое взаимодействие разных мод колебаний. В ре-
зультате в системе (3.11.4), как правило, можно пренебречь слагае-
мыми, учитывающими взаимодействие различных мод. Кроме того, 
при проектировании упругих элементов микромеханических сис-
тем обычно достаточно иметь информацию о поведении упругого 
элемента лишь в диапазоне частот до первого резонанса. Данные 
приближения существенно облегчают расчет и анализ динами-
ческих характеристик. Например, в рассматриваемом случае, пре-
небрегая взаимным влиянием различных мод колебаний, можно  

 
А
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Рис. 3.54. Амплитудная частотная характеристика 
квадратной кремниевой мембраны с размерами 
           2 2 0.018 мм и добротностью 130Q  
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Рис. 3.53. Амплитудно-фазовая 
характеристика кремниевой квад-
          ратной мембраны 
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рассчитать передаточную функцию, обобщенную частотную ха-
рактеристику и АЧХ с учетом только основной моды. В результате 
для передаточной функции и АЧХ, связанных с движением центра 
прямоугольной мембраны, получим 

 
2 2 2

1 0 0

0.5 , 0.5 , 1.722 1W a b p
H p

q p h
p p

h

,  (3.11.13) 

 
2

2
2 2 2 2
0 1 0

1.722 1
A

h

h

,  (3.11.14) 

где 2
0 может быть найдено по (3.11.10) при 0i . 

Фрагменты АЧХ, рассчитанных с использованием (3.11.12) и 
(3.11.14), приведены на рис. 3.55. Видно, что совпадение как по 
амплитуде, так и по частоте резонанса достаточно хорошее.  

Используя (3.11.12), можно рассчитать и ФЧХ анализируемого 
чувствительного элемента. Результаты такого расчета приведены 
на рис. 3.56. На рис. 3.57 приведены фрагменты фазовой частотной 
характеристики  квадратной   кремниевой   мембраны  с  размерами  

 
А

3.2

2.8

2.4

2

1.6

1.2
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0.4

0
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Рис. 3.55. Амплитудные частотные характеристики 
квадратной мембраны с размерами 2 2 0.018  мм  

и добротностью 130Q , рассчитанные по (3.11.12) – 

                     кривая 1 и (3.11.13) – кривая 2 
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Рис. 3.56. Фазовая частотная характеристи-
ка квадратной мембраны с размерами  
  2 2 0.018  мм и добротностью 130Q  

 
2 2 0.018  мм, рассчитанные с учетом (кривая 1) и без учета 
взаимодействия различных мод колебаний (кривая 2). Видно, что и 
в данном случае совпадение вполне приемлемое для инженерных 
оценок. 

Следует отметить, что анализ динамических характеристик уп-
ругих элементов микромеханических устройств, отличающихся от 
прямоугольной формы, во многих случаях также может прово-
диться  с  учетом  только  основной колебательной моды. При этом  
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Рис. 3.57. Фазовые частотные характеристики 
квадратной мембраны с размерами 2 2 0.018  мм 

и                       добротностью 130:Q  

1 – с учетом взаимодействия различных мод колебаний,  
2 – без учета взаимодействия 
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поведение плоских упругих элементов из ортотропного материала 
будет описываться дифференциальным уравнением (3.11.1) и все 
они будут относиться к колебательным системам второго порядка. 
Для таких систем передаточная функция имеет вид 

 
2 2

, ,
,

2 1

W x y p k
H p F x y

q p T p dTp
.   (3.11.15) 

Она зависит от трех параметров: коэффициента усиления 
1

2
0k m , постоянной времени 1

0T  и коэффициента демп-

фирования (степени успокоения) 00.5 0.5d h Q . Здесь 

0 собственная частота колебательной системы, 0.5h  декре-

мент затухания, Q  добротность, 0 0( , ) ( ) ( )F x y U x V y . 

Обобщенная частотная характеристика в этом случае может 
быть представлена в виде 

 
2 2

, , ,
2 1

k
W x y j F x y

T dTj
,  (3.11.16) 

АЧХ 

 
2

2 2 2 2 2

, , ,

1 2

k
A x y F x y

T d T

,  (3.11.17) 

ФЧХ 

 
2 2

2
arctg

1

dT

T
.  (3.11.18) 

При этом для треугольного упругого элемента 

    

3
2 3 11 4 22 5 12 66

0
1

2 /55.14 F F D F D F D D hh

FS
,  (3.11.19) 

где 

 4 2 2 4
1 4.702 38.56 89.47 399.3F , 

 4 2 2 4
2 0.2127 8.201 19.03 84.93F , 

 4 2 2 6
3 9.794 35.34 236.3 0.1944F , 
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 4 2 2 6
4 221 9.217 33.06 117.2 902.4F , 

 4 2 2 4
5 0.7444 3.146 20.97 66.06 414.3F . 

В случае равностороннего треугольного упругого элемента из 
(3.11.19) имеем 

 
11 22 12 66

0 3

0.6667 227.4 D D D Dh

S h
. 

Для трапецеидального упругого элемента 

2 2 3
11 2 22 4 12 66 3

0
5

2 /2.353 D f D f D D f hh

fS
,  (3.11.20) 

где 2 4f f  определяются (3.7.4), а 

 2 5 3 5 4 5 5
5 20.9 282 476 2.3 10 2.13 10 2.16 10f n n n n n . 

Для шестиугольного упругого элемента 

 

2 2 3
11 2 22 4 12 66 3

0
5

2 /1.053 D F D F D D F hh

FS
,  (3.11.21) 

где 2 4F F  определяются (3.8.3), а 

 
2 3 4 5 5

5 4.46 1.21 0.264 1.97 2.37 0.536 10F n n n n n . 

Для упругого элемента эллипсоидальной формы  

     2 2 3
0 11 22 12 66

3.24
3 3 2 2 /

h
D D D D h

ab
,  (3.11.22) 

где а, b – длины большой и малой полуосей эллипса соответст-
венно. 

Для оценки быстродействия микромеханических систем также 
используют различные параметры. Как правило, они определяют 
время от начала процесса до какого-либо характерного значения. 
Поскольку в реальных системах закон изменения действующих на 
систему измеряемых или управляющих воздействий, а также по-
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мех обычно заранее неизвес-
тен, рассматривают реакцию 
системы на некоторые типо-
вые воздействия, близкие к 
реальным. Относительно тя-
желым для отработки явля-
ется единичное ступенчатое 
воздействие, и если удается 
обеспечить необходимое ка-
чество при таком входном 
сигнале, то система будет 
удовлетворительно работать 
и при других воздействиях. 
Поэтому о качестве работы 
системы обычно судят по показателям качества переходного про-
цесса.  

На рис. 3.58 приведена типичная переходная характеристика 
колебательной системы. Видно, что оценками быстродействия мо-
гут служить [31]: 

 1t время от начала процесса до первого момента, когда дос-

тигается установившееся значение ( )h ; 

 2t время достижения первого максимума (данные парамет-

ры подходят только для колебательных процессов); 

 3t время от начала процесса до момента достижения уста-

новившегося значения ( )h  с ошибкой ( %)  не более заданной 

( устt ( %) ). 

Как уже отмечалось, при создании датчиков для оценки качествен-
ных показателей быстропротекающих процессов обычно оперируют 

такими параметрами, как время установления устt  ( %)  и допустимое 

значение относительного выброса  переходной характеристики: 

 max ( )

( )

h h

h
. 

Как правило, требование к динамике системы, т. е. к характеру 
переходных процессов, задают в виде неравенств (оценок переход-
ного процесса) 

 уст уст( %)t t     и    . 

Выполнение этих условий и представляет одну из основных задач 
проектирования. Обычно переходной процесс считают закончив-

h

t

h ( )

ttt1 2 3

2

1.5

1

0.5

0

hmax

 
 

Рис. 3.58. Переходная характеристика 
колебательной системы 
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шимся, когда выходная величина достигает установившегося зна-
чения с ошибкой не более 5%. 

На рис. 3.59 приведена нормированная переходная характери-

стика ( ) ( )h t h  для квадратной кремниевой жестко защемленной 

мембраны с размерами 2 2 0.018  мм и добротностью 26Q . 

В большинстве случаев аналитическое представление переход-
ной характеристики системы – очень трудоемкая задача, поэтому 
часто используют косвенные оценки качества переходных процессов. 

Отметим некоторые из них для линейных систем. 
Так как между переходной характеристикой и составляющими 

частотной характеристики имеют место соотношения  

 ( ) ( ) ( )W j R jI , 

 

0 0

sin  cos  2 2t t
h t R d I d , 

здесь ( )R  и ( )I – соответственно вещественная и мнимая час-

тотные характеристики (ВЧХ и МЧХ), то: 
 начальное значение переходной характеристики равно ко-

нечному значению ВЧХ (0) ( )h R , а конечное значение пере-

ходной характеристики равно начальному значению ВЧХ 
( ) (0)h R ; 
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Рис. 3.59. Переходная характеристика квадрат-
ной кремниевой жестко защемленной мембраны 
с размерами 2 2 0.018  мм и добротностью 

                                  26Q  
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 если ( )R  является положительной невозрастающей функ-

цией, то значение относительного выброса  не превысит 18 %; 

 если ВЧХ двух систем связаны соотношениями 

2 1( ) ( )R mR  или 1
2 1( ) ( )R m R , или 2 1( ) ( )R R m , то пе-

реходные характеристики данных систем будут соответственно 

связывать соотношения 2 1( ) ( )h t mh t  или 1
2 1( ) ( )h t m h t , или 

1
2 1( ) ( )h t h m t ; 

 характеристика ( )h t  имеет монотонный характер, если 

( ) /dR d  представляет собой отрицательную, убывающую по 

модулю непрерывную функцию; 
 время переходного процесса для монотонных процессов 

приближенно можно оценить по формуле 

 уст

(3...5)

n

t , 

где n  определяется выражением ( ) 0nR  или ( ) 0.5 (0)nR R , 

если ВЧХ всегда положительна; 
 начальный участок переходной характеристики соответству-

ет частотной характеристике ( ) ( ) /( )m n
mW j b j j  интегратора 

( )n m -го порядка; 

 время попадания в 5 %-ную зону (длительность переходного 
процесса) можно оценить по соотношению 

 уст 5 % 3t , 

где min Re i – расстояние до мнимой оси ближайшего к ней 

корня i  характеристического уравнения системы. Для системы 

второго порядка с передаточной функцией (3.11.15) d T  и 

уст 5% 3t T d . Таким образом, в системе второго порядка время 

переходного процесса зависит не только от постоянной времени 
T , но и от коэффициента демпфирования d; 

 склонность системы к колебаниям характеризуют величиной 

колебательности i i , где i и i соответственно вещест-

венная и мнимая части i- го комплексно-сопряженного корня 

i i ij  характеристического уравнения. При 0  колеба-

ния отсутствуют и переходной процесс носит апериодический ха-
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рактер. Обычно допускаемая колебательность системы 1.57 . 

Для систем второго порядка при 1d  21 d d . Таким обра-

зом, коэффициент демпфирования d  определяет колебательность 
системы, а следовательно, и величину относительного выброса . 

Для колебательных систем второго порядка с учетом (3.11.15) 
переходная характеристика может быть представлена в виде 

         1 exp sin exp cosh t k t t t t , (3.11.23) 

отсюда для оценки величины относительного выброса переходной 
характеристики колебательной системы имеем 

 exp .   (3.11.24) 

3.12. МИКРОМЕХАНИЧЕСКИЕ СИСТЕМЫ  
С ЭЛЕКТРОСТАТИЧЕСКИМ УПРАВЛЕНИЕМ 

При разработке микромеханических систем возникает необхо-
димость в оценке влияния электростатических полей на поведение 
упругого элемента. В микроэлектромеханических системах элек-
трическое поле может использоваться, во-первых, для управления 
движением упругого элемента (микроклапаны, микрореле, пере-
страиваемые зеркала и т.п. [32–35]) и, во-вторых, для преобразова-
ния механического перемещения в электрический сигнал (емкост-
ные преобразователи, микрофоны, гироскопы) [36–40]. 

Одной из первых работ по ис-
следованию влияния электриче-
ского поля на упругие элементы 
микроэлектромеханических сис-
тем была работа Nathanson и др. 
[41]. В этой пионерной работе 
проанализировано поведение про-
стейшей механической системы 
(рис. 3.60) (mass-spring model) при 
воздействии электрического поля. 
Предполагалось, что на верхний 
электрод действуют только две 
силы: сила упругости пружины и 
электростатическая сила. В этом 
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Рис. 3.60. Схема простейшей 
электромеханической системы 
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случае уравнение равновесия (баланс сил) может быть представле-
но в виде 

 

2
0

уп эл 0
2

S V
F F kx

d x
, 

где k коэффициент квазиупругой силы, x  величина смещения 
верхнего электрода от положения равновесия, d расстояние между 

электродами, 0 электрическая постоянная,  относительная 

диэлектрическая проницаемость, S площадь электрода, V  при-
ложенное напряжение. Вводя безразмерные переменные 

 
x

W
d

,         

2
0

2

S V
V

kd d
, 

уравнение равновесия можно представить в следующей форме: 

 
2

1W W V . 

Зависимость относительного смещения верхнего электрода W от 

величины приведенного напряжения V , рассчитанная с использо-
ванием данного выражения, приведена на рис. 3.61. Данная кривая 
отражает характерные особенности поведения электромеханиче-
ских систем при изменении управляющего напряжения. Видно, что  
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Рис. 3.61. Зависимость относительного смещения верхне-

го электрода W  от приведенного напряжения V  для 
  электромеханической системы, показанной на рис. 3.60 
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в интервале кр0 V  каждому значению управляющего напряжения 

соответствуют два состояния системы. При этом нижняя ветвь с 

кр0 W W  соответствует устойчивому состоянию системы, а 

верхняя с крW W  неустойчивому. 

Анализируя поведение относительного изменения приращения 

силы упругости 1F  и электростатической силы 2F  

 
уп

1
уп

1 1F
F

F W W
,       эл

2
эл

1 2

1

F
F

F W W
, 

от величины прогиба W (рис. 3.62), можно видеть, что при измене-

нии прогиба от нуля до крW превалирует 1F , а при крW W  2F . В 

критической точке (точка «a» на рис. 3.61) 1 2F F . В результате на 

участке с кр0 W W  силе упругости удается скомпенсировать 

возрастание электростатической силы при случайных флуктуациях 
системы, приводящих к увеличению прогиба. Однако на участке с 

крW W  малейшие флуктуации в сторону увеличения прогиба при-

ведут к дальнейшему увеличению прогиба вплоть до 1W  (т. е.  
до  схлопывания электродов), так как в этом случае сила упругости 
уже  не  сможет  скомпенсировать приращение электростатической  
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Рис. 3.62. Зависимости относительного изме-
нения приращения силы упругости 1F  и 

электростатической силы 2F  от величины 

                               прогиба W  
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силы. В критической точке уп эл 0F F  и упF W  

эл 0F W . Анализ показывает, что для данной системы 

 кр

1

3
W ,  а   

6
3

кр

0.183 10
V kSd

S
. 

После схлопывания система перестает реагировать на измене-
ния управляющего напряжения. В этом случае при уменьшении 
управляющего напряжения работоспособность системы может 
быть восстановлена либо с помощью принудительного отрыва уп-
ругого элемента от основания, либо при уменьшении управляюще-
го напряжения до нуля. 

Если наряду с электростатической силой и силой упругости 
пружины на верхний электрод действует дополнительная постоян-

ная сила 0F , не зависящая от смещения подвижного электрода (на-

пример, гравитационная сила), то уравнение равновесия представ-
ляется в виде 

 

2
0

0 уп эл 0 0
2

S V
F F F F kx

d x
. 

Зависимости относительного смещения верхнего электрода 

W от величины приведенного напряжения V , рассчитанные с ис-
пользованием данного выражения при различных значениях нор-

мированной силы 0Sp F kd , приведены на рис. 3.63. Видно, что 

приложение дополнительной постоянной силы приводит к измене-
нию как критического прогиба, так и критического напряжения. 
Зависимости критического прогиба и критического напряжения от 
величины дополнительной силы имеют вид 

 кр

1 2

3

Sp
W ,    

3*
кр

4
1

27
V SP . 

Таким образом, при увеличении силы 0F , прижимающей под-

вижный электрод к основанию ( 0)Sp , крW  растет, а крV  – умень-

шается. При этом рост  крW   в основном  определяется появлением 

начального смещения 0W Sp , вызванного силой 0F , приращение 

же критического смещения, обусловленное электростатической 

силой, составляет кр 1 3W Sp , т. е. уменьшается с увеличе-

нием прижимающей силы.  
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Рис. 3.63. Зависимости относительного смещения верхнего 

электрода W от приведенного напряжения V  для электро-
механической системы, показанной на рис. 3.60,  при     зна-
чениях нормированной силы Sр  – 04, – 0.2, 0, 0.2 и 0.4 

 
Явление схлопывания («pull-in instability») – типичное для 

электромеханических систем с подвижными электродами. Особен-
ности, присущие конкретной системе, могут быть связаны с фор-
мой упругого элемента и электродов, зависимостью прогиба от ко-
ординаты в плоскости, перпендикулярной к смещению, 
жесткостью системы и ее конструктивными особенностями. 

Проведем анализ влияния электрического поля на поведение 
основных видов упругих элементов, используемых в электромеха-
нических системах [19, 42–44]. 

На рис. 3.64 представлен фрагмент одной из наиболее распро-
страненных конструкций подвижного узла микроэлектромеханиче-
ской  системы.  В случае  приложения  электрического напряжения  
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Рис. 3.64. Подвижный узел МЭМС 
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между упругим элементом – мембраной и нижним электродом уп-
ругий элемент прогибается, что и используется для совершения 
полезной работы. Прогиб мембраны в первую очередь определяет-
ся конструкцией упругого элемента (топологией и анизотропией 
упругих свойств), а также формой и особенностями электродов 
(наличие диэлектрического покрытия, величина и распределение 
электрического сопротивления). 

При моделировании работы подвижного узла микроэлектроме-
ханической системы необходимо находить самосогласованные ре-
шения системы нелинейных дифференциальных уравнений,  опи-
сывающих распределение электрического поля в зазоре упругий 
элемент – нижний электрод  (уравнение Пуассона) и механические 
характеристики упругого элемента. В свою очередь наличие точки 
ветвления существенно затрудняет численные расчеты и делает 
актуальным поиск аналитических решений.  

Ограничимся рассмотрением упругих элементов с малым от-
ношением величины зазора между электродами к длине мембраны. 
Тогда при оценке распределения напряженности электрического 
поля под мембраной можно не учитывать искривление силовых 
линий, а также пренебречь краевыми эффектами.  

3.12.1. ИЗГИБ УДЛИНЕННОЙ ПЛАСТИНКИ  
ПРИ ЭЛЕКТРОСТАТИЧЕСКОМ ВОЗДЕЙСТВИИ 

Рассмотрим изгиб прямоугольной пластинки, заделанной по 
двум противоположным длинным кромкам (рис. 3.65), при воздей-
ствии однородного электрического поля. Примем, что вдоль оси x 
длина стороны пластинки равна 2a, а вдоль оси y – равна b, причем 
b >> 2a. При этом изгибом пластинки вдоль y направления можно 
пренебречь.  
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Рис. 3.65. Микромеханическая система  
с электростатическим управлением 
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Давление, действующее на пластинку со стороны однородного 
электрического поля, в данном случае будет равно 

 
2

0
эл 22( ( ))

V
P

d W x
, (3.12.1) 

где ( )W x – прогиб пластинки. 

Будем полагать, что пластинка относится к классу жестких 
пластин и прогибы ее достаточно малы (W << h). Тогда уравнение 
равновесия принимает вид 

 
4

эл

4

( )
0

PW x

Dx
.   (3.12.2) 

Для случая жесткого защемления кромок прогиб пластинки 
можно представить в виде 

 2 2
0( ) ( 1)W X W X ,    (3.12.3) 

где X x a , а 0W – прогиб пластинки при 0x . 

Решая (3.12.2) с учетом (3.12.3) методом Бубнова – Галеркина, 
получим уравнение 

 204.8 ( ) 0z F z SV ,  (3.12.4) 

связывающее прогиб пластинки 0W  с приложенным напряжением 

V. Здесь 0z W d , 
412 2 34.425 10 2SV a V Dd , 

3 1 4 22 1 ( ) ( ) 2 2 1 ( ) ( )

8(1 )

z z F z F z z z z F z F z
F z

z zz
, 

 (3.12.5) 

 1,2
1

z
F z

z
,  3 1( ) arctg( ( ))F z F z ,  4 2( ) arcth( ( ))F z F z . 

Зависимость нормированного прогиба 0W d  от величины при-

веденного электрического напряжения, рассчитанная с использо-
ванием (3.12.4), приведена на рис. 3.66 (кривая с 0SP ). Анализ 
показывает, что в данном случае 

 0кр 0.397W d ,  кр 70.61SV ,  
6

3
кр 2

4 10

(2 )
V Dd

a
.  (3.12.6) 

Таким образом, по сравнению с простейшей механической сис-
темой (mass-spring model, см. рис. 3.60) критический прогиб в дан-
ном случае увеличился примерно на 20 % (1.19 раза). 
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Предположим, что наряду с электростатической силой на пла-
стинку действует равномерно распределенное внешнее давление P. 
Тогда с использованием (3.12.3) в рамках метода Бубнова – Галер-
кина можно показать, что (3.12.4) примет вид 

 204.8 0.53333 ( ) 0z Sp F z SV ,  (3.12.7) 

здесь 4(2 )Sp a P Dd . На рис. 3.66 приведены зависимости нор-

мированного прогиба 0W d  для прямоугольной пластинки от ве-

личины приведенного электрического напряжения SV при различ-
ных значениях нормированного внешнего давления Sр. Видно, что 
качественно данные зависимости совпадают с аналогичными кри-
выми (см. рис. 3.63) для простейшей электромеханической систе-
мы. Количественные же отличия связаны с появлением зависимо-
сти прогиба от координаты x и различиями  в нормировке. Анализ 
(3.12.7) показывает, что в данном случае 

 0кр 10.171 9.774 1 0.0003248W SP d ,   (3.12.8) 

 2
кр 70.6 0.465 0.00088 ,SV Sp SP   (3.12.9) 
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Рис. 3.66. Зависимости нормированного прогиба для прямо-
угольной пластинки от величины приведенного электрического 
напряжения SV при значениях нормированного внешнего дав-
                                ления Sp – 140, – 70, 0, 70 и 140 
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т.е., как и у простейшей электромеханической системы, с увеличе-
нием внешнего давления, прижимающего пластинку к основанию, 
величина критического прогиба растет, а критического напряже-
ния – уменьшается. 

3.12.2. ИЗГИБ КРУГЛОЙ МЕМБРАНЫ  
ПРИ ЭЛЕКТРОСТАТИЧЕСКОМ ВОЗДЕЙСТВИИ 

Рассмотрим микромеханическую систему, содержащую плос-
кую круглую мембрану радиуса R и толщиной h, расположенную 
на расстоянии d от жесткого основания, как показано на рис. 3.65. 
Если между мембраной и основанием приложить электрическое 
напряжение V, то мембрана подвергнется осесимметричному изги-
бу. Поскольку мы рассматриваем осесимметричный изгиб одно-
родной изотропной мембраны, то все напряжения и деформации в 
ней будут зависеть только одной координаты r и не будут зависеть 
от угла. 

Давление, действующее на мембрану со стороны однородного 
электрического поля, в данном случае будет равно 

 
2

0
эл 2

2

V
P

d W r
, (3.12.10) 

где ( )W r  – прогиб мембраны. 

Если предположить, что мембрана относится к классу жестких 
пластин и прогибы ее достаточно малы (W << h), то уравнение рав-
новесия можно представить в виде 

 эл1 1
0.

dW r Pd d d
r r

r dr dr r dr dr D
 (3.12.11) 

Уравнение (3.12.11) можно решить лишь приближенными ме-
тодами или численно. Например, для защемленной по внешнему 

контуру мембраны, представив элP  полиномом  

 эл
0

n
i

i
i

P c V r       (3.12.12) 
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и произведя четыре последовательных интегрирования уравнения 
(3.12.11), можно получить аналитическое решение (3.12.11) в виде 

22 2

2
02 2 4

in
i

i

c RR r
W r

D i i

4 4

2 2
0

1

2 4

i in
i

i

c R r

D i i
.  (3.12.13) 

В данном подходе вместо проблем, связанных с интегрирова-
нием (3.12.11), мы сталкиваемся с необходимостью представления 

элP  полиномом до того, как будет найден явный вид ( )W r . 

Для нахождения коэффициентов разложения в (3.12.12) можно, 
например, воспользоваться методом итераций. В качестве первого 
приближения используем (3.12.10) с ( ) 0W r . При этом в выраже-

нии (3.12.12) остается только одно слагаемое с 0i , а 

 
2

0
0 22

V
c

d
.        (3.12.14) 

Теперь, подставляя (3.12.14) в (3.12.13), ( )W r  представим в сле-

дующем виде: 

 
2

2 20
0 64

c
W r R r

D
.          (3.12.15) 

Данное выражение описывает прогиб мембраны при условии, что 

элP  не зависит от ( )W r  (нулевое приближение), т. е. на мембрану 

действует постоянное давление 0P c . 

Подставляя (3.12.15) в (3.12.10), можно с заданной точностью 

определить ic , а следовательно, и ( )W r  в первом приближении. 

Продолжая данную процедуру, ( )W r  рассчитывают  с необхо-

димой точностью. Если d h , то обычно достаточно провести все-
го 3-4 итерации. 

На рис. 3.67 приведены зависимости  (0)iW hот величины 

приложенного напряжения для рассматриваемой системы с воз-

душным диэлектриком. Видно, что при (0) 0.2W h различие ме-

жду 2(0)W h  и 3(0)W h  составляет менее 5 %. 

В случае d h  результаты расчетов ( )W r  итерационным мето-

дом могут существенно отличаться от действительности. Дело в 
том, что в данной системе имеет место положительная обратная 
связь. Увеличивая напряжение, мы увеличиваем электростатиче-
ское давление на мембрану и ее прогиб, что, в свою очередь, до-
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полнительно увеличивает электростатическое давление. При дос-

тижении критического прогиба кр(0)W  возникает неустойчивое 

состояние системы с dW dV , в результате дальнейшее малей-

шее увеличение электрического напряжения приводит к самопро-
извольному неограниченному прогибу мембраны, вплоть до ее ка-
сания с основанием (происходит «схлопывание» (collapse)). 
Следует отметить, что в данном процессе существенную роль мо-
гут играть нелинейные эффекты и даже разрыв мембраны. 

В дальнейшем будет показано, что величина кр(0)W  несколько 

меньше 0.5d . Поэтому в рамках приближения малых прогибов, 

когда W h  (обычно принимают 0.2W h ), при d h в расчетах 
критическая ситуация автоматически не достигается. В случае же 

d h  прогиб мембраны может приближаться к кр(0)W  (даже в 

рамках приближения малых прогибов). При этом резко возрастает 

производная dW dV , что существенно усложняет представление 

элP  в виде (3.12.12), так как требуется находить зависимости ( )ic V  

с большой точностью. 
Рассмотрим решение задачи об изгибе жесткой, плоской, круг-

лой, изотропной мембраны под действием однородного электриче-

ского поля (3.12.10) методом Бубнова  Галеркина. 
Так как в данном случае дифференциальное уравнение средин-

ной  поверхности  при изгибе жесткой круглой пластины имеет вид  
 

 

0 

0.05 

0.1 

0.15 

0.2 

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 V, В 

W/h 

Ряд1 
Ряд2 
Ряд3 
Ряд4 

W 0 /h 
W 1 /h 
W 2 /h 
W 3 /h 

 
 

Рис. 3.67. Зависимости  (0)iW h от величины приложен-

ного напряжения V для электромеханической системы с  

 5R мм, 20h d мкм, 111.69 10E Н/м
2
, 0.0622  
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(3.12.11), то уравнение метода БГ для вариации прогиба ( )W r  

можно представить в виде 

     эл

0

P1 1
0

R dW rd d d
r r W r dr

r dr dr r dr dr D
,   (3.12.16) 

В качестве аппроксимирующей функции для прогиба мембра-
ны ( )W r  будем использовать выражение 

 

2
2

2
0 1

r
W r W

R
,  (3.12.17) 

удовлетворяющее граничным условиям жесткого защемления по 
контуру и совпадающее с точным решением для прогиба жестко 
защемленной пластинки при воздействии равномерно распреде-
ленного поперечного давления P. Подставляя (3.12.17) в (3.12.16), 
после интегрирования уравнение для определения (0)W  можно 

представить в виде 

 
( 1) arth

421.104 0
1

z z z
z SV

z z z
,       (3.12.18) 

где (0) ;z W d  2 2 3
00.5 ,SV S V Dd  S  – площадь мембраны. 

Решая (3.12.18), найдем (0)W , удовлетворяющее данной задаче. 

На рис. 3.68 (кривая с Sp = 0) приведена зависимость относи-
тельного прогиба для центра круглой мембраны от величины нор-
мированного электрического напряжения SV. Данная зависимость 
является универсальной и позволяет в линейном приближении оп-
ределить величину прогиба центра для круглой жесткозащемлен-
ной мембраны при заданном значении приложенного напряжения. 
Линейное приближения в данном случае предполагает, что макси-
мальные прогибы не превышают (0.1…0.2)h. 

Используя (3.12.18), можно рассчитать значения критического 
прогиба для центра мембраны Wкр (pull-in displacement) и критиче-
ского напряжения Vкр (pull-in voltage). При этом получим, что 

 кр 0.464W d ,    
6

3
кр

5.63 10
V d D

S
.  (3.12.19) 

Таким образом при сделанных допущениях критический про-
гиб,  как  и  в «mass-spring model»,  определяется только величиной  
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Рис. 3.68. Зависимости нормированного прогиба W(0)/d для круг-
лой мембраны от величины приведенного электрического напря-

жения SV при разных значениях нормированного внешнего давле-
ния Sp – 300, – 150, 0, 150 и 300 

 
зазора между мембраной и жестким основанием. Однако значение 
Wкр для круглой мембраны оказалось в 1.39 раза больше. Критиче-
ское же напряжение, как и в рамках простой модели, оказалось за-
висящим от всех механических характеристик системы и возраста-
ет не только при увеличении зазора d, но и при увеличении 
жесткости мембраны.  

Используя метод БГ, наряду с электрическим полем удается 
учесть и воздействие внешнего давления Р. При этом второе сла-
гаемое в (3.12.16) принимает вид (Рэл + Р)/D. В результате вместо 
(3.12.18) получим 

 105.276 0.1667 4  1z Sp z z z  

 1 arth  0z z z SV , (3.12.20) 

здесь 2 /Sp S P dD  – нормированное внешнее давление. 

Результаты расчета прогибов круглой мембраны при одновре-
менном воздействии электрического поля и внешнего давления 
приведены на рис. 3.67. При расчете за положительное принимали 
давление, прижимающее мембрану к жесткому основанию. Видно, 
что в области устойчивого равновесия внешнее давление приводит 
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к параллельному сдвигу кривых, изменению Wкр и Vкр. Анализ по-
казывает, что в этом случае 

кр
6 2

10.457 0.01638

10.2445 0.006898 12.249 1 1.0553 10

Sp
W d

Sp Sp
,  (3.12.21) 

6 2
кр 0.484Sp 718.872 859.534 1 1.0553 10SV Sp .   (3.12.22) 

Зависимости Wкр и SVкр от нормированного внешнего давления 
Sp приведены на рис. 3.69 и 3.70. Видно, что при увеличении 
внешнего давления величина критического прогиба центра мем-
браны растет, а критического напряжения – уменьшается, причем 
рост критического прогиба Wкр происходит медленнее, чем увели-
чивается начальный прогиб центра данной мембраны в отсутствие 
электрического напряжения. Отметим также, что согласно (3.12.21) 
в области отрицательных внешних давлений могут наблюдаться 
отрицательные значения критического прогиба. То есть в случае, 
когда внешнее давление направлено от основания системы к мем-
бране (действует против электрического поля), при увеличении 
управляющего напряжения состояние неустойчивого равновесия 
может быть достигнуто при плоской мембране и даже, когда мем-
брана выгнута от основания. В свою очередь данный эффект может 
существенно сказываться при функционировании различного рода 
компенсационных устройств. 

В анализируемой системе (рис. 3.69) часто применяется емкост-
ной  способ считывания информации о прогибе упругого элемента.  
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Рис. 3.69. Зависимости критического (,  ) и максимального 

((при V = 0)  ,  ) прогибов для круглой и квадратной мем-
браны от величины нормированного внешнего давления Sр 



Глава 3. НАПРЯЖЕНИЯ И ДЕФОРМАЦИИ В ПЛОСКИХ УПРУГИХ ЭЛЕМЕНТАХ 206 

 

0

50

100

150

200

250

300

350

400

-300 -200 -100 0 100 200 300
 

 SP 

   SVкр 

 
– – – Sp 

SVкр 

 
Рис. 3.70. Зависимости критического напряжения  для 

круглой ( ) и квадратной ( ) мембраны от величины 
             нормированного внешнего давления Sр 

 
Используя (3.12.18), можно рассчитать зависимость изменения ем-
кости системы от величины приложенного (или управляющего) на-
пряжения. Если используются круглые осесимметричные электро-
дырадиуса G R , то относительное изменение емкости при изгибе 
мембраны под действием приложенного напряжения может быть 
рассчитано по формуле 

 
2

0 0

2
( , ) 1

G
C rd

Q G V dr
C G d W r

, (3.12.23) 

здесь 0C емкость системы при 0V . 

Так как прогиб мембраны зависит от радиуса, разные области 
мембраны вносят разный вклад в полное изменение емкости. Чем 
дальше область электрода от центра мембраны, тем меньший вклад 
она вносит в полное изменение емкости, тем самым уменьшая от-
носительное изменение емкости (т.е. чувствительность) от прило-
женного напряжения. Таким образом, изменяя радиус электродов 
G , можно добиться увеличения чувствительности емкостного пре-
образователя. На рис. 3.71 приведены зависимости относительного 
изменения емкости Q  от величины приложенного напряжения для 

системы, показанной на рис. 3.65, рассчитанные с использованием  
(3.12.23) при различных значениях радиуса электродов G . Видно, 
что   по  мере  уменьшения  радиуса  электродов  чувствительность  
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Рис. 3.71. Зависимости относительного изменения емкости Q  от 

величины приложенного напряжения для электромеханической 

системы с 5R мм, 4d мкм, 20h  мкм, 111.69 10E Н/м
2
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                  0.0622 при 0.1G R , 0.5G R и G R  
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преобразователя существенно возрастает. Для сравнения на этом 
же рисунке приведена зависимость Q*, соответствующая относи-
тельному изменению  емкости  плоского  конденсатора, у которого 
расстояние между обкладками изменяется при воздействии напря-
жения как (0)W . Видно, что при радиусе электродов 0.1G R  

кривая (0.1 )Q R  практически совпадает с кривой (1.0 )Q R . Анализ 

показывает, что при радиусе измерительных электродов 
0.2G R уменьшение чувствительности системы от максимальной 

не превысит 6 %. На рис. 3.72 приведены зависимости относитель-
ного изменения емкости от радиуса электродов для трех значений 
управляющего напряжения. Из рисунка видно, что в области ма-
лых радиусов кривые выходят на насыщение. 

3.12.3. ИЗГИБ КВАДРАТНОЙ МЕМБРАНЫ  
ПРИ ЭЛЕКТРОСТАТИЧЕСКОМ ВОЗДЕЙСТВИИ 

Рассмотрим влияние электрического поля на прогиб упругого 
элемента микроэлектромеханической системы, содержащей пло-
скую квадратную мембрану (рис. 3.73) толщиной h, расположен-
ную на расстоянии d от жесткого основания, как показано на 

рис. 3.65. Давление, действующее на мем-
брану со стороны однородного электри-
ческого поля, и в данном случае опреде-
ляется выражением (3.12.10), но с 

( , )W W x y . При этом в отличие от слу-

чая с круглой мембраной данная задача не 
сводится к одномерной. 

Будем полагать, что мембрана отно-
сится к классу жестких пластин и проги-
бы ее достаточно малы (W << h). Тогда 
уравнение равновесия для квадратной 
изотропной мембраны можно представить 
в виде 

 

4 4 4
эл

4 2 2 4

, , ,
2 0

W x y W x y W x y P
X

Dx x y y
. 

Для случая жесткого защемления по внешнему контуру пред-
ставим прогиб квадратной мембраны в виде 

 
2 2

2 2
, 0,0 1 1W x y W x a y a .    (3.12.24) 
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Рис. 3.73. Квадратный 
упругий элемент 
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Теперь, используя (3.12.24), в рамках метода БГ можно опреде-
лить (0,0)W  и, следовательно, прогиб мембраны при воздействии 

электрического поля. Получающееся при этом уравнение для оп-
ределения (0,0)W  оказывается достаточно громоздким и неудоб-

ным для практического применения [20]. Однако в интервале 
0 (0,0) /W d  0.94 с погрешностью менее 5 % его можно аппрок-

симировать выражением 

 3 20.2178 1.2178 0.001307 0z z z SV ,  (3.12.25) 

где (0,0) /z W d . 

Анализ (3.12.25) показывает, что в случае упругого элемента 
квадратной формы значения критического прогиба и критического 
напряжения можно оценить, используя выражения 

 кр 0.477W d ,       
6

3
кр

6.22 10
V d D

S
.  (3.12.26) 

Сопоставление расчетов для упругого элемента квадратной 
формы с использованием (3.12.25) с результатами численного ана-
лиза [17] показало, что отличие в оценке величины приведенного 
критического напряжения SVкр не превышает 2 %.  

Результаты расчета прогибов квадратного упругого элемента 
при одновременном воздействии электрического поля и внешнего 
давления приведены на рис. 3.74. Видно, что и в данном случае 
учет внешнего давления приводит к параллельному сдвигу кривых 
в области устойчивого равновесия, а также к изменению Wкр и Vкр. 
При этом зависимости Wкр и Vкр  от нормированного внешнего дав-
ления Sp могут быть представлены в виде 

 7 2
кр 2.294 0.0004431 3.3022 0.001016 1.96 10W Sp Sp Sp d , 

      (3.12.27) 

 5 2
кр 171.3882 0.01165 2.273 10SV Sp Sp ,   (3.12.28) 

здесь 2 2 3
00.5  SV S V Dd , а 2 /Sp aS P dD . Данные зависимо-

сти показаны на рис. 3.69 и 3.70. Для сравнения на этих приведены 
и соответствующие зависимости для круглой мембраны одинако-
вой площади. Видно, что зависимости схожи, однако для квадрат-
ной мембраны изменения несколько меньше. 
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Рис. 3.74. Зависимости нормированного прогиба для квадратной 
мембраны от величины приведенного электрического напряже-
ния SV при значениях нормированного внешнего давления  
                                  Sp –300, –150, 0, 150 и 300 

 
Используя (3.12.25), можно рассчитать зависимость изменения 

емкости системы от величины приложенного напряжения. Если 
для  измерения  емкости применяются квадратные, расположенные 
симметрично относительно центра мембраны электроды ширины 
2na , то относительное изменение емкости при изгибе мембраны 
под действием приложенного напряжения может быть рассчитано 
по формуле 

  1
0 , )

n

n G

C V d
dydx

C G d W x y
,      (3.12.29) 

здесь 
2

2G na площадь измерительного электрода. 

Так как прогиб мембраны зависит от координаты, разные об-
ласти мембраны вносят разный вклад в полное изменение емкости. 
При этом периферийные области вносят меньший вклад в полное 
изменение емкости, тем самым уменьшая ее относительное изме-
нение (а следовательно, и чувствительность) от приложенного на-
пряжения. На рис. 3.75 приведены зависимости относительного 
изменения  емкости  от  величины  приложенного  напряжения  для  
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Рис. 3.75. Зависимости относительного изменения емкости от 
величины приложенного напряжения для электромеханиче-
ской системы с квадратными электродами ширины 2l na : 

1.0 1C n , 0.8 0.8C n , 0.6 0.6C n , 0.4 0.4C n , 

0.2 0.2C n  и C 0.1 0.1n  

 
электромеханической системы с квадратной мембраной, рассчи-
танные с использованием (3.12.29) при различных значениях пло-

щади электродов G n . При расчетах принимали 5a мм, 

4d мкм, 20h  мкм, 111.69 10E  Н/м
2  

и 0.0622 . Видно, что 
по мере уменьшения размеров электродов (уменьшения n ) чувст-
вительность преобразователя существенно возрастает. Анализ по-
казывает, что при ширине квадратных измерительных электродов 

0.2 2l a  уменьшение чувствительности системы становится 

практически несущественным.  

3.12.4. ИЗГИБ ТРЕУГОЛЬНОЙ МЕМБРАНЫ  
ПРИ ЭЛЕКТРОСТАТИЧЕСКОМ ВОЗДЕЙСТВИИ 

Как уже отмечалось, в настоящее время технологии микроэлек-
троники позволяют создавать упругие элементы не только круглой 
и квадратной, но и другой формы [19]. Используя метод БГ, можно 
провести анализ поведения МЕМS, имеющих упругий элемент 
практически любой формы [43]. Например, полагая, что упругий 
элемент имеет форму равностороннего треугольника со сторонами 



Глава 3. НАПРЯЖЕНИЯ И ДЕФОРМАЦИИ В ПЛОСКИХ УПРУГИХ ЭЛЕМЕНТАХ 212 

длиной 2а, жесткозащемленного по контуру, в качестве пробной 
функции можно выбрать функцию вида 

 2 2 2 2
00, [( 3 ) 3 ]W x y A y y a x . (3.12.30) 

Тогда в рамках сделанных ранее приближений выражение для 
нормированного прогиба центра мембраны удается представить в 
следующем виде: 

 3 2260.62 1445.2 1184.6 SV 0z z z ,      (3.12.31) 

где (0,0) /z W d . Отсюда получим, что 

 кр 0.477W d ,      
6

3
кр

7.73 10
V d D

S
.  (3.12.32) 

Кроме того, при учете внешнего давления можно показать, что 

4 5 2
кр 1.8485 0.0002904 1.379 1 2.82210 4.4310W SP SP SP d ;  

(3.12.33) 

 кр 264.58 0.49086SV Sp  

 4 2 8 32.535 10 2.368 10Sp Sp ,  (3.12.34) 
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Рис. 3.76. Зависимости нормированного прогиба для треуголь-
ной мембраны от величины приведенного электрического на-
пряжения SV при значениях нормированного внешнего давле-
                           ния Sp – 300, – 150, 0, 150, 300 
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здесь 2 2 3
00.5SV S V Dd , а 2 /Sр PS dD . Соответствующие за-

висимости, рассчитанные с использованием (3.12.31), (3.12.33) и 
(3.12.34), показаны на рис. 3.76 – 3.78. Видно, что данные зависимости 
подобны  соответствующим  характеристикам  для упругих элементов  
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Рис. 3.77. Зависимости критического (, ) и макси-

мального при V = 0 (, ) прогиба для треугольной и 

шестиугольной мембран от величины нормированно-
го                            внешнего давления Sр 
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Рис. 3.78. Зависимости критического напряжения для тре-

угольной () шестиугольной ( ) мембран от величины 

             нормированного внешнего давления Sр 
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Рис. 3.79. Топология шестиугольного 
упругого элемента 

круглой и квадратной формы. Однако для достижения одинаковых 
прогибов в случае треугольного упругого элемента требуются суще-
ственно большие электрические напряжения и внешние давления. 

3.12.5. ИЗГИБ ШЕСТИУГОЛЬНОЙ МЕМБРАНЫ  
ПРИ ЭЛЕКТРОСТАТИЧЕСКОМ ВОЗДЕЙСТВИИ 

Полагая, что упругий элемент имеет форму шестиугольника 
(рис. 3.79), жесткозащемленного по контуру, в качестве пробной 
функции можно выбрать функцию 

 
2

2
1 2 2, 0,0 1W X X W X  

       
 2  2

2 22 2
2 1 2 11 1 1 1X n X X n X ,  (3.12.35) 

где 1X x a  и 2X y b , n c a . 

Рассматривая влияние электрического поля на МEМS (cм. 
рис. 3.65) с шестиугольным упругим элементом, в рамках метода 
БГ выражение для нормированного прогиба центра мембраны при 

0.5n  можно представить в виде 

 
2 2 2193.6 1 2 1 1.125z z  

 
2 31 1.125z .0724z .251 0SV z ,  (3.12.36) 
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где 0,0 /z W d , b a . Анализ (3.12.36) показывает, что для 

упругого элементав форме шестиугольника 

 кр 0.477W d ,    

а     (3.12.37) 

 
6 2 2 3

кр 3.19 10 (2 1 1.125 ) /V d D S .   

Согласно (3.12.37) минимальное Vкр  будет у мембраны с 
1.155 . 

Если наряду с электрическим полем на упругий элемент дейст-
вует и внешнее давление Р, то выражение для критического проги-
ба при 1 можно представить в виде 

 5
кр 13.3 13.7767 1 9.579 10W Sp d .     (3.12.38) 

При этом для критического напряжения получим 

 4 2
кр 186.1 0.49 3.4 10SV Sp Sp .        (3.12.39) 

Результаты расчета прогибов упругого элемента с 1  и 

0.5n  при одновременном воздействии электрического поля и 
внешнего давления приведены на рис. 3.79. Зависимости Wкр/d и SVкр  
для шестиугольного упругого элемента от величины нормированно-
го внешнего давления Sр при 1 и 0.5n  приведены на рис. 3.80 

и 3.81. На рис. 3.80 представлена также зависимость прогиба центра 
данной мембраны от величины нормированного внешнего давления 
Sр при отсутствии электрического поля. Видно, что качественно зави-
симости для шестиугольного упругого элемента  аналогичны соот-
ветствующим зависимостям для круглого, квадратного и треугольно-
го упругих элементов. 

Следует отметить, что при проектировании электромеханиче-
ских систем необходимо принимать во внимание дополнительные 
ограничения, связанные с возможностью электрического пробоя 
между электродами. В воздухе при нормальных условиях (темпе-
ратуре 297T K и давлении 760P  мм рт. ст.) напряженность 
электрического поля, при которой возникает пробой воздушного 
промежутка, составляет порядка 30 кВ/см. Однако при уменьше-
нии давления и расстояния между электродами эта величина может 
заметно возрастать. 

В теории электромеханических систем оправдал себя феноме-
нологический  подход  к  определению  предельных  электрических  
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Рис. 3.80. Зависимости нормированного прогиба W(0,0)/d для 
шестиугольной мембраны от величины приведенного электри-
ческого напряжения SV при значениях нормированного внеш-
                него давления Sр – 300, – 150, 0, 150, 300 

 
напряжений, основанный на аппроксимации экспериментальных 
зависимостей электрического пробоя микронных промежутков при 
широком наборе материалов электродов и разных условиях техно-
логической подготовки. В частности удобной является аппрокси-
мация вида [45] 

 пр
1

kd
V A Bkd

kd
,    (3.12.40) 

где в случае заполнения пробивного промежутка d  сухим возду-
хом при нормальном давлении: 198A  В, 2B  В. k = 10

7
 м

–1
, а в 

случае вакуума – 257A  В; 25B В; k = 77.1 10 м
–1

. Наибольшая 
ошибка данной аппроксимации составляет 40... 10 %  при 

0 4d мкм и 20%  при 4 20d  мкм (знак «+» здесь означает, 
что экспериментально определенные напряжения пробоя лежат 
выше аппроксимирующей кривой). 
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ТЕНЗОРЕЗИСТИВНЫЙ ЭФФЕКТ  
В МОНОКРИСТАЛЛИЧЕСКОМ КРЕМНИИ 

Для построения сенсоров механических величин (давлений, 
усилий, ускорений и вибраций) широко применяются два эффекта: 
тензорезистивный и емкостной. Суть емкостного метода состоит в 
изменении емкости конденсатора из-за смещения одного из его 
электродов под влиянием измеряемого механического воздействия. 
Здесь кремний используется как конструкционный материал, из 
которого методами микросистемной технологии формируется кон-
денсатор. Особенности емкостных сенсоров будут рассмотрены в 
следующих главах. 

В большинстве сенсоров механических величин используется 
тензорезистивных эффект (в иностранной литературе – эффект 
пьезосопротивления), состоящий в изменении сопротивлении про-
водника под действием деформации. В технике тензорезистивный 
эффект в металлической проволоке и фольге начал применяться с 
40-х годов прошлого столетия. Для цилиндрического или прямо-
угольного однородного проводника длиной l , сечением S  и 
удельным сопротивлением  относительное изменение сопротив-

ления под действием одноосного напряжения (например, растяже-
ния) равно 

 
R l S

R l S
. 

Тензорезистивный эффект может быть охарактеризован коэф-
фициентом тензочувствительности, равным отношению относи-
тельного изменения сопротивления к продольной деформации 



4.1. Общие сведения о кремнии 221 

/l l  проводника: ( / ) /K R R . Изменение сечения провод-

ника под действием нагрузки может быть представлено в виде 

 2
S l

S l
, 

где  – коэффициент Пуассона. Изменение сопротивления про-
водников также пропорционально деформации 

 m , 

где m – константа эластосопротивления, зависящая от свойств ве-
щества. Учитывая это, коэффициент тензочувствительности может 
быть представлен в виде 

 1 2K m . 

Здесь величина 1 2  характеризует вклад в изменение сопротив-
ления проводника от изменения его геометрии; эластосопротивле-
ние m  отражает зависимость физических свойств от деформации. 

Экспериментальное значение K для применяемых в технике 
металлов или сплавов (например, нихром, константан) составляет 
2…2.5. Поскольку коэффициент Пуассона для различных материа-
лов лежит в пределах 0.3...0.6 , геометрический фактор 1 2  ра-

вен 1.6...2.2 . Это означает, что вклад изменения удельного сопро-
тивления в коэффициент тензочувствительности для металлов мал. 
Причины этого явления будут рассмотрены ниже. Геометрический 
фактор 1 2  практически не зависит от температуры и очень ста-
билен во времени. Из-за этого металлические проволочные и фоль-
говые тензорезисторы широко применяются до сих пор, несмотря 
на малое значение коэффициента тензочувствительности. 

Экспериментальные исследования влияния всестороннего (гид-
ростатического) сжатия на сопротивление показало, что кремний 
малочувствителен к этому виду воздействий. Изменение сопротив-
ления пропорционально давлению 

 
0

pK P , 

где pK  – объемный коэффициент пьезосопротивления. Для n -крем-

ния с удельным сопротивлением 11.7 Ом · см 114.6 10pK  Па
–1

, 
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т.е. при давлении 1000 атм. изменение сопротивления составляет 
0.4 % [1]. 

В 1954 году S. Smit, сотрудник лаборатории Bell, [2] установил, 
что под действием анизотропной деформации (например, одноос-
ного растяжения или сжатия), меняющей симметрию кристалличе-
ской решетки, важнейшие проводники – кремний и германий – об-
наруживают сильное изменение сопротивления. Коэффициент 
тензочувствительности при комнатной температуре составляет по 
абсолютной величине 120…180 и зависит от типа проводимости, 
кристаллографического направления приложенной нагрузки, от 
степени легирования и температуры. Причиной большой чувстви-
тельности к анизотропным деформациям у кремния и германия 
является сильное изменение удельного сопротивления. Коэффици-
ент эластосопротивления оказывается значительно больше, чем 
геометрический фактор, 1 2m . Открытие Смита сразу сдела-
ло кремний и германий перспективными материалами для созда-
ния механических сенсоров. Первоначально оба эти материала ис-
пользовались для создания приклеиваемых тензорезисторов. 
Однако развитие микроэлектронной техники показало, что для ме-
ханических сенсоров лучше подходит именно кремний. Для того 
чтобы разобраться в причинах высокой чувствительности кремния 
к анизотропным деформациям, необходимо рассмотреть его фун-
даментальные свойства, в частности влияние деформации на энер-
гетический спектр, что будет сделано ниже. 

4.1. ОБЩИЕ СВЕДЕНИЯ О КРЕМНИИ 

Кремний является элементом четвертой группы периодической 
системы Д.И. Менделеева и имеет порядковый номер 14. Электро-
ны в атоме распределены по состояниям следующим образом: 

 2 2 6 41 2 2 3 .S S P P  

Первая цифра – номер энергетического уровня, латинские буквы 
характеризуют квадрат момента количества движения электрона 

вокруг ядра: 
2 2 1 1M l . Здесь   – постоянная Планка; l  – 

орбитальное число, 0,1,2,...l  Для S -состояния 0l , для P -со-

стояния 1l . Цифра в показателе латинской буквы показывает, 

сколько электронов имеет данное значение 2M  на указанном энер-
гетическом уровне. Третий энергетический уровень является ва-
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лентным, и валентность кремния рав- 
на 4. Более высокие энергетические 
уровни в обычных условиях являются 
пустыми. 

При объединении атомов кремния в 
кристалл образуется упорядоченная кри-
сталлическая решетка, имеющая струк-
туру алмаза. В решетке такого типа каж-
дый атом помещен в центре правильного 
тетраэдра и окружен четырьмя ближай-
шими атомами, находящимися в его 
вершинах (рис. 4.1, где тетраэдр выделен 
штриховыми линиями). Решетку алмаза 
можно рассматривать как наложение 
двух гранецентрированных решеток, 
сдвинутых друг относительно друга на 1/4 пространственной диа-
гонали [3]. Из рассмотрения расположения выделенного атома 
кремния и его ближайших соседей неясно, какой симметрией в це-
лом обладает кристаллическая решетка. Принято выделять кубиче-
скую ячейку с размером стороны 5,42a  Å, которая принимается 

за элементарную ячейку кремния (рис. 4.1). Из 18 атомов, показан-
ных на рисунке, одной элементарной ячейке принадлежат только 
восемь, учитывая, что у атома, расположенного в вершине куба, 
элементарной ячейке принадлежат лишь 1/8 его часть, а у атома, 
расположенного на грани, – половина. Кристалл, построенный из 
элементарных ячеек, изображенных на рис. 4.1, обладает кубиче-
ской симметрией. 

Согласно принципу Неймана, такую же симметрию должны 
иметь и физические свойства кристалла, например электропровод-
ность или упругость кремния [4]. 

Расположение кристаллических плоскостей, в которых нахо-
дятся атомы, удобно характеризовать не в абсолютных единицах – в 
ангстремах, микронах или сантиметрах, а в относительных. Для этой 

цели широко используются индексы Миллера , ,h k l . Будем изме-

рять отрезки, отсекаемые кристаллографической плоскостью на осях 

системы координат 1 2 3x x x , связанной со сторонами элементарной 

ячейки, в единицах постоянной решетки 1 2 3, ,a a a  вдоль указанных 

осей. Пусть 1 2 3, ,S S S  – соответствующие числа. Составим соотно-

шения 1 2 31/ :1/ :1/S S S  и выразим их через отношение трех наи-

a=5.42A°   = 5.42   
 

Рис. 4.1. Элементарная 
ячейка кремния 
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меньших целых чисел, которые и называются индексами Миллера 
для плоскости: 

 
1 2 3

1 1 1
: : : :h k l

S S S
. 

На рис. 4.2 показана ориентация важнейших кристаллических 
плоскостей и приведены их индексы Миллера. Заданные индексы 
определяют не одну, а целое семейство параллельных плоскостей. 
Совокупность физически эквивалентных плоскостей обозначается 
символом { },hkl  примером могут служить шесть граней куба 

100 :[100], [100],  [001], [010], [010], [001] . Отрицательное значе-

ние какого-либо индекса Миллера или проекции направления обо-
значается чертой над индексом. 

 

[100]

[100]

[0 0]1 [0 0]1

[100]

[110]

[0 0]1

[111]

[100]

(111)

(110)

 
 

Рис. 4.2. Основные кристаллографические 
плоскости кремния 

 
Направление прямой в кристалле, проходящей через атом, ука-

зывается символом uvw , где , ,u v w  – координаты первого отно-

сительно начала координат атома, измеренные в единицах постоян-
ной решетки. Например, ось, проходящая в направлении объемной 
диагонали куба первого октанта, имеет индексы [111] (рис. 4.2). Фи-
зически эквивалентные направления в кристалле обозначаются ин-
дексами , ,u v w . В кремнии направление [ ]hkl  перпендикулярно к 

плоскости с такими же значениями индексов Миллера. 
При объединении атомов в кристалл энергетические уровни 

изолированного атома превращаются в энергетические зоны. В 
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этом случае состояние отдельного электрона удобно описывать, 
указывая его энергию и декартовы проекции волнового вектора 

1 2 3, ,k k k . Модуль волнового вектора равен 

 
2

k , 

где  – длина волны де Бройля движущегося электрона, а направ-
ление волнового вектора совпадает с направлением перемещения 
электрона. Вместо волнового вектора для характеристики состоя-

ний электрона можно использовать квазиимпульс P , определяе-
мый соотношением 

 P k , 

где   – постоянная Планка. 
Из всех энергетических зон, возникающих в кристалле, для 

описания электрофизических свойств кремния основное значение 
имеют валентная зона и зона проводимости, которые образовались 
из валентного уровня 3N  и следующего уровня с номером 

4N . Валентная зона и зона проводимости разделены зазором, 
или запрещенной зоной, являющейся важнейшим параметром по-
лупроводника. Для кремния ширина запрещенной зоны составляет 
1.12 эВ при температуре 300 K. 

Периодическое распределение атомов в кристалле приводит к 
тому, что зависимость энергии электронов от волнового вектора 
также становится периодической. Для описания поведения элек-
тронов достаточно рассматривать только те значения волнового 
вектора, которые принадлежат первому периоду этой зависимости. 
Соответствующая область волновых векторов (она называется зо-
ной Бриллюэна) имеет вид многогранника, изображенного на 
рис. 4.3. Его форма определяется кристаллографической структу-
рой кремния [5]. 

В пределах зоны Бриллюэна зависимость энергии электрона от 
волнового вектора имеет сложный вид (рис. 4.4). Однако для опи-
сания большинства электрофизических характеристик кремния 

важна лишь малая часть зависимости E E k , лежащая вблизи 

дна зоны проводимости (точка 1)  или потолка валентной зоны 

(точка Г25) шириной около 03k T , где 0k  – постоянная Больцмана; 

T – температура. 
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Рис. 4.3. Первая зона Бриллюэна для кремния 
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Рис. 4.4. Зависимость энергии от волново-
го вектора для кремния 

 
Точка 1, лежащая на краю зоны Бриллюэна, соответствует вол-

новому вектору 
2

,0,0
a

 а точка 1

3
,0,0

2a
. Обычно для 

краткости 2 / a  опускается и эти же точки обозначаются 100  и 

3
00

4
. Минимумы дна зоны проводимости 1  находятся на осях 

семейства <100>, и таких точек всего шесть. 
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Для описания энергетического спектра кремния вблизи точек 

1  и Г25 лучше всего использовать систему координат, связанную 

с осями [100]. В этой системе энергия электрона вблизи дна зоны 
проводимости, например для минимума 1, зависит от волнового 
вектора квадратичным образом: 

 
2 22

1 01 2 3
0 * *

11 22
2

k k k k
E E

m m


,  (4.1.1) 

здесь 0E  – энергия дна минимума; 01k  – проекция волнового век-

тора дна минимума на ось 1; * *
11 22,m m  – эффективные массы элект-

рона. Эти величины учитывают влияние внутрикристаллических 
полей на движение электронов. Эффективные массы определяются 
через зависимость энергии от волнового вектора: 

 

0

2

* 2 2

1 1
, 1,2,3.

ii i k k

E
i

m k
   (4.1.2) 

Для других минимумов зависимости ( )E E k  аналогичны 

(4.1.1) с соответствующей заменой индексов у проекции волнового 
вектора и эффективных масс. 

Для наглядного изображения энергетического спектра исполь-
зуют и изоэнергетические поверхности. Если в (4.1.1) положить 

constE  и 0E E , то изоэнергетическая поверхность отдельного 

минимума окажется эллипсоидом вращения. На рис. 4.5 приведены 
эти поверхности всех шести минимумов дна зоны проводимости 
кремния, расположенных на осях [100]. 
Эффективная масса вдоль оси враще-
ния эллипсоида (параллельная компо-

нента )m : 00.91m m , а поперек 

этой оси (поперечная компонента мас-

сы * );m  *
00.19m m , где 0m  – масса 

свободного электрона. Отношение 
* */mK m m  характеризует анизотро-

пию масс в минимуме, которая для 
кремния достаточно велика и равна 
4.76. В недеформированном кремнии 

5
2

1 6

34
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Рис. 4.5. Изоэнергетические 
поверхности дна зоны про-
       водимости кремния 
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все шесть минимумов совершенно равноправны и одинаково за-
полнены электронами. 

Зависимость энергии электронов от волнового вектора – энер-
гетический спектр – в валентной зоне имеет сложный характер. 
Вблизи потолка зоны эта зависимость имеет вид [6] 

 2 2 4 2 2 2 2 2 2 2
0 1 2 1 3 3 3E E Ak B k C k k k k k k , (4.1.3) 

где A, B, C – параметры спектра, равные 
2

0

4.1
2

A
m


, 

2

0

1.6
2

B
m


, 

2

0

3.3
2

C
m


; 0E – энергия потолка валентной зоны, который нахо-

дится в точке 0k ; 0m  – масса сво-

бодного электрона; 1 2 3, ,k k k  – декар-

товы проекции волнового вектора. 

В точке 0k  энергетический 
спектр дважды вырожден. Изоэнер-
гетические поверхности валентной 
зоны имеют вид гофрированных 
поверхностей (рис. 4.6). Эффектив-
ная масса, определяемая по соот-
ношению (4.1.2), меняется от точки 
к точке. Выражение (4.1.3) для 
энергетического спектра является 
сложным для расчетов и при теоре-
тическом анализе его очень часто 
упрощают.  

Если произвести изотропное ус-
реднение зависимости (4.1.3) по 

разным направлениям в k-пространстве, то гофрированную по-
верхность можно приближенно заменить сферической [7]: 

 2 2 2
0

1

5
E E A B C k . (4.1.4) 

При таком усреднении эффективная масса является скалярной ве-
личиной 

 
2

*

2 21
2

5

m

A B C


. (4.1.5) 
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Рис. 4.6. Изоэнергетические по-
верхности зоны тяжелых m2  
и легких 1m  дырок кремния  

в сечении по плоскости (110) в  
            k-пространстве 
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При температуре Т = 0 энергетические уровни валентной зоны 
полностью заняты, а уровни зоны проводимости пусты. При более 
высоких температурах некоторое количество электронов, пропор-

циональное 
0

exp
2

E

k T
, где E  – ширина запрещенной зоны, 

термически возбуждается из валентной зоны в зону проводимости, 
где электроны могут перемещаться под влиянием электрического 
поля. 

Когда валентная зона полностью заполнена электронами, элек-
трический ток не возникает, так как электроны, разгоняясь элек-
трическим полем, должны увеличивать свою энергию и, следова-
тельно, переходить на другой уровень. Квантово-механический 
принцип Паули запрещает нахождение на одном энергетическом 
уровне больше двух электронов. Это приводит к тому, что хотя 
электрическое поле и действует на электроны, но последние на не-
го не реагируют. 

При температурах Т > 0 часть электронов термически возбуж-
дается из валентной зоны в зону проводимости и появляются неза-
полненные уровни, так что внешнее электрическое поле, прило-
женное к полупроводниковому кристаллу, может ускорять 
электроны и заставляет переходить их на пустые уровни. Число 
незаполненных уровней растет по мере роста температуры, но все-
таки остается значительно меньше, чем общее число электронов в 
валентной зоне. Перенос заряда в такой почти заполненной зоне 
удобно описывать как движение квазичастиц, называемых дырка-
ми и имеющих положительный заряд и эффективную массу, рав-
ную эффективной массе электрона в данном состоянии. Число ды-
рок равно числу незаполненных уровней в валентной зоне. 

В соответствии с выражениями (4.1.3), (4.1.4) в кремнии суще-
ствуют два вида дырок: 

тяжелые 
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*
т

2 21
2
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m

A B C


, 

легкие 
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A B C


. 
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В кремнии эффективные массы дырок соответственно равны 
*
т 00.5m m , *

л 00.16m m . 

Помимо зон тяжелых и легких дырок валентная зона имеет и 
третью зону, отделенную от первых двух энергетическим зазором 

0SE . Для этой зоны зависимость энергии от волнового вектора 

имеет вид 

 2
0 0S SE E E Ak . 

Для кремния 0 0.035 эВSE . В обычных расчетах приближен-

но считается, что дырок в третьей зоне нет из-за зазора 0SE . 

Весь применяемый в технике кремний является примесным, т. е. 
его специально легируют, вводя ту или иную примесь. Примесь из-
меняет концентрацию носителей заряда и проводимость кристалла в 
целом. Для легирования кремния применяются элементы третьей и 
пятой групп периодической системы: B, Al и P, As, Sb . Эти при-

меси создают локализованные энергетические уровни вблизи потол-
ка валентной зоны или дна зоны проводимости. Энергия ионизации, 
отсчитанная от соответствующей зоны для некоторых примесей, 
приведена на рис. 4.7. 

 
Sb As P Mn Hg 

Al Au B Ga O

0.03 
0.044 0.049 

0.045 
0.051 

0.065 

0.35 

0.03 

0.54 0.53

 
 

Рис. 4.7. Энергетические уровни примесей в кремнии 
 

Элементы пятой группы отдают четыре электрона для связи с 
другими атомами кремния, а остающийся пятый электрон легко 
отрывается от примесного атома, увеличивая число электронов в 
зоне проводимости. Элементы пятой группы для кремния являются 
донорами, из них наибольшее применение получил фосфор. 

Элементы третьей группы имеют на валентной оболочке три 
электрона, поэтому одна связь атома кремния, расположенного ря-
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дом с примесным атомом, не будет завершена. На незаполненную 
связь может перейти электрон от другого атома кремния, и таким 
образом возникают отрицательно заряженный ион примеси и неза-
полненная валентная связь – дырка, которая может участвовать в 
переносе тока по валентной зоне. Элементы третьей группы в 
кремнии являются акцепторами, из них в технике наибольшее рас-
пространение получил бор. 

Вводя различное количество донорной или акцепторной приме-
си, можно управлять числом электронов в зоне проводимости и ды-
рок в валентной зоне. Если число электронов много больше числа 
дырок ( )n p , то кристалл кремния имеет проводимость n-типа, 

при обратном соотношении ( )p n  имеем кристалл р-типа. Прак-

тически концентрация электронов и дырок в кремниевых полупро-

водниковых приборах лежит в диапазоне 15 20 31 10 ...3 10 см . 

Средняя энергия теплового движения электронов и дырок в зо-

нах, если их не слишком много, составляет 0

3

2
k T  (если отсчитать 

энергию от края зоны). Эта энергия при комнатной температуре 
сравнима с энергией ионизации донорных или акцепторных атомов 

uE , поэтому можно считать, что атомы примеси полностью иони-

зированы. Такое приближение становится слишком грубым, когда 

температура кристалла низкая и 0 uk T E . 

При повышении степени легирования среднее расстояние между 
примесными атомами уменьшается и атомы примеси начинают взаи-
модействовать друг с другом. В этом случае вместо одиночного уров-
ня возникает примесная зона, а энергия ионизации примеси уменьша-

ется. При концентрациях примеси 192...4 10  см
-3
 энергия ионизации 

примеси обращается в нуль и свободные электроны или дырки име-
ются даже при температурах, близких к абсолютному нулю. 

4.2. ВЛИЯНИЕ ДЕФОРМАЦИИ  
НА ЭНЕРГЕТИЧЕСКИЙ СПЕКТР ЭЛЕКТРОНОВ  
И ДЫРОК В КРЕМНИИ 

Под действием механической нагрузки кристалл кремния де-
формируется и расстояние между соседними атомами меняется. 
Это приводит к изменению энергетического спектра электронов и 
дырок. Практически наибольший интерес представляет изменение 
энергии состояний вблизи минимумов дна зоны проводимости и 
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потолка валентной зоны. Поскольку характер изменения энергети-
ческого спектра для электронов и дырок различен, рассмотрим 
раздельно зону проводимости и валентную зону. 

4.2.1. ВЛИЯНИЕ ДЕФОРМАЦИИ НА ЭНЕРГЕТИЧЕСКИЙ  
СПЕКТР ЗОНЫ ПРОВОДИМОСТИ КРЕМНИЯ 

При описании изменения энергии электронов вблизи дна зоны 
проводимости хорошим приближением является модель «жест-
ких» минимумов. В этой модели все состояния вблизи любого 
минимума изменяют энергию так же, как и состояние, отвечаю-
щее дну минимума. При таком подходе форма изоэнергетических 
поверхностей остается неизменной, а эффективные массы – посто-
янными. 

Величины деформаций, выдерживаемых кремнием без разру-
шения, не превосходят 1·10

-2
. Для таких деформаций можно счи-

тать с хорошим приближением, что смещение дна зоны проводи-
мости пропорционально деформации. Но деформация так же, как и 
механическое напряжение, является тензорной величиной, и это 
накладывает определенные особенности на математическое описа-
ние смещений минимумов. 

С точки зрения изменения энергетического состояния все ком-
поненты тензора деформации равноправны, поэтому изменение 
энергии i-го минимума описывается линейным соотношением вида 

 
3

( )
0 0

, 1

i
i iE E k E , (4.2.1) 

здесь iE  – энергетический сдвиг (смещение) i-го минимума; 

 – тензор деформации кремния; ( )i  – набор коэффициентов, 

которые образуют тензор второго ранга, именуемый тензором по-
тенциалов деформации i-го минимума. 

Учет симметрии кристаллической структуры показывает, что 

все компоненты ( )i  можно выразить через две независимые по-

стоянные d  и :u  

 ( ) ( )( )i ii
d ul l , (4.2.2) 

где  – символ Кронекера; ( )il  – декартова проекция единичного 

вектора i-го минимума. 
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Т а б л и ц а  4.1                

Нумерация минимумов дна зоны проводимости и значения  

векторов ( )
α
i

l  

Nl  1 2 3 4 5 6 

1l  1 –1 0 0 0 0 

2l  0 0 1 –1 0 0 

3l  0 0 0 0 1 –1 

 

В табл. 4.1 приведена нумерация минимумов дна зоны прово-

димости и значения векторов ( )il  (см. рис. 4.5). 

Для того чтобы показать смысл постоянных d  и u , рассмот-

рим два вида деформации кристалла. Например, если кристалл все-
сторонне сжат (гидростатическое сжатие), то тензор деформации 
имеет вид 

 

0 0

0 0

0 0

. 

Пусть нас интересует сдвиг 1-го минимума, для которого тен-

зор (1)  имеет форму 

 
(1)

0 0

0 0

0 0

d u

d

d

. 

Применяя соотношение (4.2.1), для энергетического сдвига по-
лучаем выражение 

 (1) 1
3

3
d uE . (4.2.3) 

Если же кристалл подвергается деформации чистого сдвига, то 
тензор деформаций имеет вид 

 

0 0

0 0
2

0 0
2

. 
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В этом случае смещение 1-го минимума 

 (1)
uE . 

Из последнего соотношения видно, что постоянная u  имеет 

смысл энергетического сдвига минимума под действием деформа-

ции чистого сдвига. Постоянная d  необходима для описания 

смещения минимума под влиянием всестороннего сжатия. 

В табл. 4.2 приведены значения постоянных d  и u  для крем-

ния [8]. 

 
Т а б л и ц а  4.2               

Константы сдвигов энергетических уровней кремния 

d ,эВ u , эВ Метод измерения 

6.0±0.8 9.0 ± 0,4 По циклотронному резонансу 

– 11.4 ± 1,1 Метод пьезосопротивления 

3.4 8.6 ± 0.6 По циклотронному резонансу 

 
При действии всестороннего сжатия симметрия кристалличе-

ской решетки не нарушается, поэтому все шесть минимумов дна 
зоны проводимости смещаются одинаково на величину (4.2.3) и 
распределение электронов между минимумами не изменяется. 
Иная картина получается при действии анизотропной деформации. 

Пусть на кристалл кремния, вырезанный параллельно кристал-
лографическим плоскостям {100}, действует одноосная механиче-
ская нагрузка F, например, вдоль оси [100]. Тензоры механических 
напряжений и деформаций при этом имеют вид 

 

1 0 0

0 0 0

0 0 0

F
T

Q
,     

11

12

12

0 0

0 0

0 0

S
F

S
Q

S

, 

здесь 11 12,S S  – элементы матрицы упругих податливостей (см. 

гл. 2); Q  – площадь кристалла. 

Приложенная механическая нагрузка изменяет симметрию кри-
сталлической ячейки, превращая ее из куба в прямоугольный па-
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раллелепипед. Это находит свое отражение в смещении миниму-
мов. Расчет по формулам (4.2.1), (4.2.2) дает 

 

1 2 11 12 11

3 4 5 6 11 12 12

2 ,  

2 .

d u

d u

F
E E S S S

Q

F
E E E E S S S

Q

, (4.24) 

Первое слагаемое в (4.2.4) описывает смещение дна зоны про-
водимости, одинаковое для всех минимумов. Второе слагаемое 
приводит к частичному снятию вырождения, в результате чего ме-
жду минимумами возникает зазор, равный 

 1 3 11 12u

F
E E E S S

Q
. 

Анизотропная деформация нарушает эквивалентность мини-
мумов по энергии, что приводит к перетеканию электронов из 
верхних минимумов в нижние. Если кристалл кремния сжимается, 
то энергия для минимумов 1 и 2 уменьшается, а остальных увели-
чивается (рис. 4.8). 

 

E S S  =   (   –   )
F
Qu 11 12

12

3456

 
 

Рис. 4.8. Смещение минимумов для зоны проводимости  

кремния при одноосной нагрузке сжатия [100];F    

 
Зазор между минимумами пропорционален деформации и по 

порядку величины может превосходить среднюю тепловую энер-
гию электронов. Это приводит к сильному изменению ряда физи-
ческих свойств кремния, в частности его электропроводности. 

(4.2.4) 
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4.3. ВЛИЯНИЕ ДЕФОРМАЦИИ  
НА ЭНЕРГЕТИЧЕСКИЙ СПЕКТР  
ВАЛЕНТНОЙ ЗОНЫ КРЕМНИЯ 

Структура энергетического спектра вблизи потолка валентной 
зоны существенно сложнее, чем у дна зоны проводимости, даже в 
недеформированном кремнии. Деформация полупроводника делает 
это отличие еще более заметным. Влияния деформации на энер-
гетический спектр дырок в кремнии и германии было  детально 
рассмотрено Г.Е. Пикусом и Г.Л. Биром [9]. Используя теорию 
возмущений, они получили следующее выражение для энергетиче-
ского спектра при наличии деформации: 

 2
1,2 k kE Ak a , (4.3.1) 

где 
2 4 2 2 2 2 2 2 2

1 2 1 3 2 3k B k C k k k k k k ; 

2
2 22 2 2 2 2

11 22 11 33 22 33 12 13 23
2

b
d  

 
2 2 2 2
1 11 2 22 3 333k Bb k k k k  

 1 2 12 1 3 13 2 3 232Dd k k k k k k ; 

 11 22 33 . 

В приведенных формулах A, B, C – зонные параметры, причем 
D

2 
= C

2
 +3B

2
;  a, b, c – константы деформационного потенциала ва-

лентной зоны (их значения указаны в табл. 4.3);  – компоненты 

тензора деформации; ik  – декартовы компоненты волнового век-

тора в системе осей [100]. 
При написании формулы (4.3.1) начало отсчета энергии выбра-

но на потолке валентной зоны недеформированного кремния, а ось 
энергии направлена внутрь зоны. 

    
Т а б л и ц а  4.3         

Константы деформационного потенциала р-кремния [8] 

, эВa  , эВb  , эВd  Метод  
измерения 

4.5 2.3 0.4  5.1 0.9  По сдвигу края поглощения 

1.65 2.2 5.3 По циклотронному резонансу 
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Под действием деформации потолок валентной зоны смещается 
относительно недеформированного уровня. Этот сдвиг описывает-
ся константой a  и пропорционален сумме диагональных компо-
нентов тензора деформации. Кроме того, анизотропная деформа-
ция снимает двукратное вырождение валентной зоны в точке 

0k . Это приводит к расщеплению подзон тяжелых и легких ды-
рок валентной зоны на величину 

 1,2 2E . 

Расщепление не зависит от знака деформации. 
Константы d и b описывают смещение уровней соответственно 

под влиянием сдвиговых деформаций 12 13 23, ,  и деформаций 

вдоль главных осей 11 22 33, , . Энергия состояний с различными 

волновыми векторами меняется по-разному, что приводит к иска-
жению изоэнергетических поверхностей и изменению эффектив-
ных масс. Изменение энергетического спектра оказывается нели-
нейной функцией деформации. 

Полное выражение для энергетического спектра (4.3.1) неудоб-
но для практических расчетов, поэтому обычно рассматрива- 
ются два предельных случая, когда выражения для спектра упро-
щаются. 

1. Случай «высоких» температур. Он реализуется в кремние-
вых интегральных тензопреобразователях. В этом случае основная 
масса дырок имеет такие значения волнового вектора, что в подко-

ренном выражении (4.3.1) слагаемое k . Тогда, пренебрегая 

членом  в (4.3.1) и раскладывая подкоренное выражение по сте-

пеням / k  в ряд, получаем 

 
2 3

1,2 01,2
, 1

3

2 2
i j ij

i jk k

Bbk Bb
E E k a k k , (4.3.2) 

здесь ij  – компоненты «приведенного» тензора деформации, оп-

ределяемого соотношением 

 

, ,

, ;
3
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ij
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i j

Dd
i j
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01,2E  – энергия дырок в недеформированном кристалле. Прибли-

жение тем лучше выполняется, чем выше температура кристалла и 
меньше деформация. В указанном приближении изменение энергии 
состояний пропорционально деформации и не зависит от абсолютно-
го значения волнового вектора (как и в n-кремнии), но зависит от на-

правления волнового вектора через множитель i jk k . 

2. Случай «низких» температур. Этот случай реализуется при 
больших деформациях и низких температурах. При этом основная 

масса дырок имеет такие значения волнового вектора, что k  

и член k  в подкоренном выражении можно опустить, а весь ради-

кал можно разложить в ряд по степеням /k . Это дает 

            
3

2
1,2

, 1

3

2 2
i j ij

i j

Bb Bb
E a A k k k . (4.3.3) 

Вырождение у потолка валентной зоны снимается, и каждая из 

подзон смещается в соответствии с выражением a . 

В области применимости приближения «низких» температур 
изоэнергетические поверхности – эллипсоиды, ориентация осей 
которых определяется характером деформации кристалла, а эффек-

тивные массы зависят от зонных 
параметров. 

В качестве примера, иллюст-
рирующего упомянутые выше 
приближения и области их дейст-
вия, рассмотрим случай одноос-
ной нагрузки силой F прямо-
угольного кристалла p-кремния, 
ориентированного длинной осью 
вдоль направления [111]. Осталь-
ные оси кристалла имеют ориен-
тацию, указанную на рис. 4.9. 

При одноосном нагружении 
вдоль направления [111] тензор 

механических напряжений в системе главных кристаллографиче-
ских осей кремния – [100] имеет вид 

 

1 1 1

1 1 1
3

1 1 1
ij

T
T , 

[100]

ky

kz

kx [112]
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Рис. 4.9. Кристаллографическая 
ориентация сторон образца 
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здесь /T F Q  и Q  – сечение кристалла. Тензор деформации в 

этой же системе осей имеет форму 

 

44 44
11 12

44 44
11 12

44 44
11 12

2
2 2

2
3 2 2

2
2 2

ij

S S
S S

S ST
S S

S S
S S

 

(где ijS  – постоянные упругой податливости). 

Учитывая это, из (4.3.1) получаем полное выражение для энер-
гетического спектра при действии нагрузки вдоль направле- 
ния [111]: 

 
2 2 2

1,2 11 1 2 1 3 2 3 12 123 2 3kE a Ak Dd k k k k k k d . 

Если изоэнергетические поверхности недеформированного 
кремния аппроксимировать сферами, как это описывалось в 
разд. 4.1, то выражение спектра упрощается: 

 2
1,2 113E a Ak  

 
2 2 4 2 2

1 2 1 3 2 3 12 12

1
2 3

5
B C k Dd k k k k k k d . 

Знак «+» относится к зоне легких дырок, знак «–» – к зоне тяжелых. 
Приближение высоких температур предполагает выполнение 

неравенства 

 
2 2

12

2
2 2 4

3
1

1

5

k

d

B C k

. (4.3.4) 

Для численной оценки неравенства подставим в (4.3.4) значе-
ние волнового вектора, соответствующего средней энергии дырок, 
отсчитанной от потолка валентной зоны: 
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Неравенство (4.3.4) хуже всего выполняется для легких дырок. 
После подстановки всех численных значений получаем условие 
применимости приближения высоких температур для легких  
дырок: 

 12

0

0.3
d

k T
. 

При выполнении этого условия энергетический спектр дырок 
может быть представлен в виде 

 
1 2 1 3 2 32 2 2

1,2 11 12

2 2 2

21
3

5 1

5

Dd k k k k k k
E A B C k a

B C k

. 

  (4.3.5) 

Первое слагаемое в (4.3.5) описывает энергетический спектр 
недеформированного кристалла в сферическом приближении изо-
энергетических поверхностей. Второе слагаемое показывает, что 
все уровни валентной зоны сместились на одну и ту же величину 

113a , третье – описывает изменение энергии дырок в зависимости 

от направления волнового вектора. Введя вместо декартовых сфе-
рические координаты, получаем [6] 

 1 2 1 3 2 3

2
( , )

k k k k k k

k
, 

где  и  – углы сферической системы координат, полярная ось 

которой совпадает с направлением [111]; 

 2( , ) sin cos sin sin cos cos sin cos sin . 

Эффективная масса, таким образом, оказывается зависящей от 
направления волнового вектора. 

Приближение «низких» температур справедливо при обратном 
знаке неравенства: 

 12

0

0.3
d

k T
. 

В этом приближении энергетический спектр принимает вид 

 2
1,2 11 123 3 ( , )

3

D
E a d A k . 
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Первое слагаемое, как и в приближении «высоких» температур, 
описывает энергетический сдвиг валентной зоны в целом, второе – 
энергетический сдвиг каждой из подзон. Как видно, эти сдвиги 
имеют различные направления и между подзонами возникает рас-

щепление, равное 122 3d . Изоэнергетические поверхности, соот-

ветствующие третьему слагаемому, имеют вид эллипсоидов вра-
щения. Зависимость энергии дырок от волнового вектора вдоль 
направления [111] принимает вид 

 2
1,2 11 123 3 , 0

3

D
E a d A k , (4.3.6) 

и в перпендикулярном к направлению [111], например 110 : 

 2
1,2 11 123 3

22 3

D
E a d A k . (4.3.7) 

Из этих выражений видно, что эффективные массы зависят от 
направления волновых векторов относительно направления дейст-
вия нагрузки: 

 
2

2 2 3

D
A

m


,      

2

112 3

D
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m


 . 

Верхний знак относится к растяжению, нижний – к сжатию. По 
мере роста деформации и понижения температуры область дейст-
вия приближения «низких» температур расширяется, а область 
действия «высоких» температур уменьшается. 

4.4. ВЛИЯНИЕ ДЕФОРМАЦИИ  
НА ЭЛЕКТРОПРОВОДНОСТЬ КРЕМНИЯ 

Способность веществ проводить электрический ток характери-
зуется удельной электропроводностью  (далее для краткости – 
электропроводностью). Это важнейшая характеристика веществ, 
которая в электронике играет исключительную роль, поскольку 
входит в закон Ома: 

 j E . (4.4.1) 

В недеформированном кремнии из-за кубической симметрии 
кристаллической решетки электропроводность является изотроп-
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ной величиной и не зависит от направления протекания тока в кри-
сталле. Векторы плотности тока j  и напряженности E  электриче-

ского поля имеют одинаковое направление, а электропроводность 
является скаляром. Закон Ома может быть записан и в иной форме: 

 E j , 

где  – удельное сопротивление. 

Электропроводность и удельное сопротивление в изотропном 

веществе связаны простым соотношением 1 . 

Анизотропная деформация нарушает симметрию кристалличе-
ской решетки и, как следствие, изменяет зонную структуру кремния. 
Это приводит к анизотропии электропроводности и удельного со-
противления. Векторы плотности тока и напряженности электриче-
ского поля при произвольной деформации уже не совпадают по на-
правлению, а закон Ома необходимо записывать в тензорной форме: 

 i ij jj E ,    j ij jE j ,   , 1,2,3i j  (4.4.2) 

( ij  и jE  – декартовы компоненты векторов). Электропроводность 

и удельное сопротивление являются тензорами второго ранга, свя-
занными системой линейных соотношений 

 , , 1,2,3,ij jk ik i k  (4.4.3) 

где ik  – символ Кронекера. 

Электропроводность n- и p-кремния пропорциональна концен-
трации носителей заряда и их подвижности :  

 nen  или pep . (4.4.4) 

Подвижность имеет смысл средней скорости dV  направленного 

движения (скорость дрейфа) электронов или дырок под действием 
электрического поля единичной напряженности: 

 dV E . (4.4.5) 

Величина компонент тензора электропроводности или удельно-
го сопротивления зависит наряду с подвижностью и концентраци-
ей от деформации кристалла. Установление вида этой зависимости 
является важнейшей задачей теории и необходимо для определе-
ния границ технической применимости тензорезистивного эффек-
та. Особенностью полупроводников является сильная зависимость 
электропроводности от деформации по сравнению, например, с 
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металлами. Это связано с проявлением в деформированном кри-
сталле полупроводника скрытой анизотропии энергетического 
спектра. Механизм измерения электропроводности n- и p-кремния 
различен, поэтому для них этот вопрос необходимо рассмотреть 
раздельно. 

4.4.1. ВЛИЯНИЕ ДЕФОРМАЦИИ  
НА ЭЛЕКТРОПРОВОДНОСТЬ КРЕМНИЯ n-ТИПА 

Исследованию влияния деформации на электропроводность 
кремния n-типа посвящено большое количество работ, в которых 
подробно рассмотрена роль различных механизмов, дающих вклад 
в тензорезистивный эффект, таких как изменение концентрации 
электронов в минимумах дна зоны проводимости, изменение вре-
мени релаксации, эффективных масс, роль примесных состояний 
[1, 8, 10]. Как показано в [10], в n-кремнии основной причиной, 
определяющей тензорезистивный эффект, является перетекание 
электронов между минимумами, когда их эквивалентное энергети-
ческое расположение нарушается анизотропной деформацией. 
Учет лишь этого одного механизма достаточен для описания тех-
нических приложений тензорезистивного эффекта в микросистем-
ной технике. Далее для простоты будем рассматривать случай не-
вырожденного полупроводника, когда концентрация электронов 
удовлетворяет неравенству 
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113

2
, 2

2
C C

k T
n N N m m


,     (4.4.6) 

где CN  – эффективная плотность энергетических состояний в зоне 

проводимости; ν – число минимумов дна зоны. 

Для n-кремния ν = 6, m  и 11m  – поперечная и продольная эф-

фективные массы минимума. Плотность состояний CN  в обоб-

щенной форме характеризует «емкость» энергетического спектра. 
Плотность состояний зависит от температуры. Подставляя все чис-
ленные постоянные в (4.4.6), получаем 
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. 

Условие отсутствия вырождения (4.4.6) означает, что при опи-
сании поведения электронов можно в первом приближении не учи-
тывать квантово-механический принцип Паули. 
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В кремнии n-типа электроны распределены между шестью ми-
нимумами дна зоны проводимости, поэтому общая электропровод-
ность кристалла получается суммированием по всем минимумам: 

 
6

( )

1

i
i

i

e n , (4.4.7) 

здесь in  – концентрация электронов в i-минимуме; ( )i  – тензор 

подвижности электронов в том же минимуме. 
В системе координат, связанной с осями [100], этот тензор имеет 

вид [1] 

 ( ) ( )( )i iil l  , (4.4.8) 

где   и  – подвижность электрона вдоль и поперек минимума; 

( )il  – декартова проекция единичного вектора, направленного на 

этот минимум. Например, для минимума 1 (см. рис. 4.5): 
1

1 1,l  

(1) (1)
2 30, 0l l . 

Тензор подвижности связан с тензором эффективных масс m : 

 
e

m
, (4.4.9) 

здесь е – заряд электрона;  – усредненное время релаксации.  
Время релаксации – величина, по порядку совпадающая со 

временем свободного пробега электронов между столкновениями с 
дефектами кристаллической решетки. Электроны имеют разные 
энергии, а следовательно, и скорости движения. Это приводит к 
тому, что время релаксации оказывается разным для разных элек-
тронов. Обычно предполагается, что время релаксации зависит от 
энергии по закону  

 0
SE , 

где 0  – коэффициент, зависящий от эффективных масс и темпера-

туры; S – показатель, зависящий от механизма рассеяния, опреде-
ляющего время между столкновениями; E – энергия электрона, от-
считываемая от дна минимума [3, 5]. 
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Угловые скобки  означают некоторое усреднение по энер-
гии, обычно по правилу [3, 7]: 
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Приближенно можно считать, что усредненное время релакса-
ции – скалярная величина, поэтому анизотропия подвижности ока-
зывается такой же, как и у эффективной массы: 

 
11

m m
K

m m

 



. 

В рассматриваемом приближении под действием деформации в 
n-кремнии изменяется лишь концентрация электронов в миниму-
мах, а подвижность в каждом минимуме остается постоянной. Это 
означает, что ни время релаксации, ни эффективные массы элек-
тронов от деформации не зависят. Общее число электронов в зоне 
проводимости не зависит от деформации. Последнее условие хо-
рошо выполняется для полупроводников с мелкими уровнями 
примеси. 

Если полупроводник не деформирован, то концентрация элек-
тронов в минимумах одинакова и равна 

 0

6
i

n
n , (4.4.11) 

где 0n – общее число электронов в зоне проводимости кремния. 

С учетом этого и (4.4.8) из (4.4.7) следует, что электропровод-
ность превращается в скаляр 
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. (4.4.12) 

Концентрация электронов в каждом минимуме для невырож-
денного полупроводника может быть записана в виде 

 
0

exp
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C F i
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N E E
n

k T
, (4.4.13) 
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где iE  – энергия дна i-го минимума; FE  – уровень Ферми – пара-

метр полупроводника, имеющий размерность энергии. Он опреде-
ляется из условия сохранения общего числа электронов в зоне про-
водимости как при отсутствии, так и при действии деформации 

 
6

0
1 0

exp
6

C F i

i

N E E
n

k T
. (4.4.14) 

В недеформированном кремнии энергия дна минимумов оди-

накова и ее можно выбрать за начало отсчета. В этом случае 0iE  

и уровень Ферми, как это следует из (4.4.14), 

 0
00 lnF

C

n
E k T

N
. 

Под действием анизотропной деформации эквивалентность 
энергетического расположения минимумов нарушается. Энергети-
ческий сдвиг каждого минимума относительно положения в неде-
формированном полупроводнике в соответствии с (4.2.2) равен 

 ( )( ) ii
i d uE l l . 

Для сохранения общего числа носителей в зоне проводимости 

0n  уровень Ферми должен сместиться на величину 

0F F FE E F : 
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. (4.4.15) 

Подставляя (4.2.1) и (4.4.15) в (4.4.13), получаем выражение для 
концентрации электронов в каждом минимуме под действием де-
формации 
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. (4.4.16) 
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Далее, подставляя (4.2.1) в (4.4.16), а затем (4.4.8), (4.4.9) и 
(4.4.16) в (4.4.7), получаем следующее выражение для относитель-
ного изменения электропроводности n-кремния: 
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, 

  (4.4.17) 

здесь  – компонента тензора электропроводности;  = 1, 2, 3; 

||/K  – анизотропия подвижности в минимуме, для кремния 

5K . Формулу (4.4.17) целесообразно преобразовать к более 
удобному виду: 
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. 

(4.4.18) 

Остальные компоненты тензора электропроводности равны ну-
лю. Удельное сопротивление деформированного кремния будет 
представляться также диагональным тензором: 

 
0 0 0

0

1
, ,    1,2,3 . (4.4.19) 

Зависимость относительного изменения электропроводности от 
деформации будем называть деформационной характеристикой элек-
тропроводности 

 
0 0

1f f ,  (4.4.20) 

а соответствующее относительное изменение удельного сопротив-
ления 

 
0 0

1 f    (4.4.21) 

– деформационной характеристикой удельного сопротивления. 
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На этих характеристиках можно выделить два участка. 
1. Область малых деформаций, таких что: 

 
0

1u

k T
. 

В этом случае относительное изменение электропроводности и 
сопротивления линейно по деформации. В самом деле, разлагая 

экспоненты в выражении (4.4.18) по малому параметру 0/u k T  в 

ряд и ограничиваясь первым членом разложения, получаем 

 11
11 22 33

0 0

1
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2 1 3

uK

K k T
, (4.4.22) 
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В рассмотренном приближении выполняется равенство 

 11 22 22

0 0 0

0 . (4.4.23) 

Для относительного изменения удельного сопротивления из 
(4.4.19) и (4.4.22) получаются симметричные выражения 

 33 3311 11 22 22

0 0 0 0 0 0

, , . (4.4.24) 

2. Область больших деформаций, когда выполняется условие 

 
0

1u

k T
. 

В этом случае тензорезистивный эффект достигает насыщения. 

Например, если 11 22 330, 0 , то  

 3311 22

0 0 0

1 1
2 ,

2 1 2 1

K K

K K
. (4.4.25) 

На рис. 4.10 приведена деформационная характеристика сопро-
тивления  для  случая,  когда тензорезистор в виде прямоугольного  
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Рис. 4.10. Деформационная зависи-
мость относительного удельного со-

противления 11 0/  кремния n-типа 

 
параллелепипеда подвергается одноосной нагрузке вдоль направ-
ления [100], причем x1|| [100]. 

Из уравнений (4.4.2) – (4.4.18) следует, что эта характеристика 
описывается выражением 
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1111

0 0

3
2,25 1 ,

1 2exp 1
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x k T

. (4.4.26) 

При расчетах было принято, что 5K  и для одноосного нагру-

жения 22 33 11 , где = 0.2786 – коэффициент Пуассона. 

Безразмерный параметр 11

0

ux
k T

 характеризует деформа-

ционный сдвиг минимумов зоны проводимости в единицах 0 .k T  

Пока деформации малы, изменение сопротивления и проводимости 
пропорционально деформации. При больших деформациях струк-
тура дна зоны проводимости перестраивается столь радикально, 
что все электроны перетекают из верхних минимумов в нижние. 
Если учитывать только это, то тензорезистивный эффект выходит 
на насыщение. В экспериментах участки насыщения не наблюда-
ются, поскольку при больших деформациях начинает играть суще-
ственную роль изменение эффективных масс, общей концентрации 
электронов в зоне проводимости и время релаксации. 

В технике используется только узкий участок деформационной 
характеристики вблизи 0x . Деформации тензорезисторов не 



Глава 4. ТЕНЗОРЕЗИСТИВНЫЙ ЭФФЕКТ В МОНОКРИСТАЛЛИЧЕСКОМ… 250 

превосходят величины 31 10  и при комнатной температуре 

0 0.026 эВk T  , что при 10 эВ  приводит к значению 0.4x  . 

Понижение температуры до 77 C  расширяет границы участка ха-

рактеристики до 1.5x  . Узость рабочего интервала деформаци-
онных характеристик позволяет эффективно использовать для них 
приближенные выражения в виде разложений в ряд по деформа-
ции. Этот вопрос будет рассмотрен в разд. 4.5. 

4.4.2. ВЛИЯНИЕ ДЕФОРМАЦИИ  
НА ЭЛЕКТРОПРОВОДНОСТЬ КРЕМНИЯ p-ТИПА 

Электропроводность в кремнии p-типа осуществляется за счет 
движения тяжелых и легких дырок под действием электрического 
поля и имеет две составляющие 

 1 1 2 2 1 2ep ep , (4.4.27а) 

здесь индекс i =1 относится к зоне тяжелых, а i = 2 – к зоне легких 

дырок; i – подвижность дырок; i  – электропроводность соответ-

ствующей зоны. 
Подвижности легких и тяжелых дырок различны. Сравнение 

теоретических и экспериментальных данных показывает, что от-
ношение этих подвижностей примерно равно обратному соотно-
шению соответствующих эффективных масс [3]: 

 
*

2 1

*
1 2

m

m
. 

Это означает, что времена релаксаций легких и тяжелых дырок 

примерно равны 1 2 . В недеформированном p-кремнии 

общая электропроводность по валентной зоне не зависит от на-
правления и является скалярной величиной. Это следует из сим-
метрии кристаллической решетки. 

Под действием анизотропной деформации валентная зона ра-
дикально перестраивается, меняются эффективные массы и время 
релаксации дырок. Как показали Г.Е. Пикус и Г.Л. Бир [9], это ос-
новные составляющие тензорезистивного эффекта в кремнии  
p-типа. Анизотропная деформация приводит к снятию вырождения 

энергетического спектра в валентной зоне в точке 0k . Возника-
ет расщепление энергетического спектра между подзонами (см. 
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формулы (4.3.3)), что приводит к изменению кривизны изоэнерге-
тических поверхностей и, как следствие, изменению эффективных 
масс и времен релаксации. Расщепление подзон приводит к пере-
теканию дырок в ту зону, где их энергия меньше. Вклад эффекта 
перетекания зависит от величины деформаций и температуры кри-
сталла. Если они таковы, что справедливо приближение «высоких» 
температур для энергетического спектра, то эффектом перетекания 
дырок в линейном приближении по деформации можно пренебречь 
и считать, что концентрация дырок в обоих подзонах постоянна 
[9]. Если перестройка энергетического спектра существенна и 
справедливо приближение «низких» температур, то эффект пере-
текания играет существенную роль. При расщеплении между под-
зонами большем, чем средняя кинетическая энергия дырок 

0 :k T  1,2 0 ,E k T  все дырки могут собраться в зоне с наи-

меньшей энергией. 
Теория тензорезистивного эффекта, наиболее полным образом 

учитывающая изменение энергетического спектра, до сих пор не 
построена. Причиной является сложный характер изменения энер-
гетического спектра, поэтому ниже будет рассмотрено изменение 
электропроводности в приближении «высоких» температур [9]. 
Как и для n-кремния, будет рассмотрен невырожденный полупро-
водник. 

Электропроводность по каждой из зон (i = 1, 2) описывается 
выражением 

        
2

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
1 2 33

,
4

i ii i i ie
f E k E V V dk dk dk , (4.4.27б) 

здесь 
0

,
exp

i
FE E k

f
k T

 – функция распределения Максвел-

ла – Больцмана, описывающая вероятность нахождения дырки на 

уровне с энергией ( )iE ; FE  – уровень Ферми; ( )i – время релакса-

ции; 
( )

( ) 1 i
i E

V
k

 – квантово-механическая скорость носителей 

тока; интегрирование в (4.4.27) ведется по всем значениям волно-
вого вектора, которым могут обладать дырки в валентной зоне. 

В простейшем случае время релаксации изменяется по закону 

0 ,SE  где множитель 0  и показатель S  зависят от типа меха-

низма рассеяния. 
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В кремнии движущиеся дырки рассеиваются на колебаниях 

кристаллической решетки 1 2S  и ионах примесей 3 2S .  

Все функции под знаком интеграла зависят от энергии дырок, 
которая в свою очередь зависит от деформации. В рассматривае-
мом приближении изменение энергии дырок в деформированном 
кремнии описывается выражением вида 

 
( )( ) ( )
0 ( )
ii iE E E k , 

где 
( )
0
i

E  – энергетический спектр недеформированного кремния. 

Для его описания выберем простейшее сферическое приближение 
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( )iE  – поправка, описывающая деформационное изменение спек-
тра, явный вид которой дается выражением (4.3.2). 

Под действием малых деформаций электропроводность изме-
няется на величину 
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Интегрируя по частям, получим 
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. (4.4.28) 

После подставки в (4.4.28) выражений для 
( )
0
i

E , ( )iE  и преоб-

разований получаем следующие выражения для относительного 
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изменения электропроводности дырок по i-й зоне под действием 
деформации: 
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BE   (4.4.29) 

Угловые скобки означают усреднение вида (4.4.10). 
Общее изменение электропроводности кристалла определяется 

суммированием по обеим зонам: 

   

(1) (2)(1) (2)
0 0

(1) (2) (1) (1) (2) (2)
0 0 0 0 0 0 0

,    , 1,2,3 .  (4.4.30) 

Для дальнейшего упрощения полученного выражения обычно 
предполагается, что времена релаксации одинаковы для тяжелых и 

легких дырок (1) (2)( )  и действует только один механизм рас-

сеяния. Для такого случая получаем 
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Учитывая это, в итоге имеем 
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 ; (4.4.31) 
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.   (4.4.32) 

Выражения для компонент тензора 22

0

 и 33

0

 отличаются 

от (4.4.31) лишь циклической перестановкой индексов у деформа-
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ций. Недиагональные компоненты тензора относительной электро-

проводности 13

0

 и 23

0

 пропорциональны соответственно 

компонентам тензора деформаций 13  и 23 . 

В кремнии p-типа выполняется соотношение Dd Bb , в ре-
зультате чего наибольшее изменение электропроводности вызыва-
ется сдвиговыми компонентами тензора деформации. При одноос-
ном нагружении кристалла наибольшие сдвиговые деформации 
возникают, когда линия действия одноосной механической нагруз-
ки совпадает с кристаллографическим направлением [111]. 

Выражения для изменения электропроводности (4.4.31), 
(4.4.32) были впервые получены Г.Е. Пикусом и Г.Л. Биром и при-
менительно к кремнию носят скорее качественный характер, по-
скольку константа d деформационного потенциала, определенная 
из (4.4.32), должна бы быть 30d  эВ, хотя современные оценки 
дают только 5.3d  эВ. Это различие возникает из-за сильно уп-
рощенного описания энергетического спектра p-кремния и процес-
сов рассеяния дырок при деформации. Более корректный учет осо-
бенностей энергетического спектра, проведенный Г.Л. Биром с 
сотрудниками [9], сделал теорию более точной, но одновременно и 
более сложной. Еще более сложная задача возникает при нелиней-
ном описании изменения электропроводности при деформации.  

Для описания нелинейного изменения электропроводности 
кремния можно воспользоваться приближенным подходом, пред-
ложенным в [11]. Согласно этому подходу весь энергетический 

спектр кремния некоторой граничной энергией ГE  делится на две 

части: 

 Г0 E E ,      ГE E . 

Величина граничной энергии сама зависит от деформации, так 

что при Г0 0E . Энергетический спектр в области энергий 

дырок ГE E  описывается в приближении «низких» температур 

теории Г.Е. Пикуса и Г.Л. Бира, когда изоэнергетические поверх-
ности имеют вид эллипсоидов вращения. Во второй области, когда 

ГE E , энергетический спектр описывается в приближении «вы-

соких» температур, а измерение сопротивления кристалла, связан-
ное с этой частью спектра, линейно по деформации. 

Такой подход к описанию энергетического спектра, хотя и яв-
ляется сильно упрощенным, позволяет количественно рассмотреть 
особенности деформационных характеристик компонент тензора 
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электропроводности p-кремния. Упомянутая характеристика может 
быть представлена в виде 

 
0 0

( ) 1 ( ) 1

H

g g m , (4.4.33) 

здесь ( )g  – весовая функция; m  – коэффициент эластопроводи-

мости;  – продольная деформация тензорезистора; 0/
H

 – 

относительная электропроводность дырок, когда ГE . 

Весовая функция ( )g  описывает вклад в электропроводность 

участка спектра дырок с энергией ГE E . При ( ) 1g  и ГE  

все дырки находятся в нижней подзоне, где изоэнергетические по-
верхности – эллипсоиды вращения с эффективными массами, не 
зависящими от величины деформации. Если, как обычно, предпо-
лагать, что общая концентрация дырок в валентной зоне не зависит 
от деформации, то электропроводность достигает насыщения и при 
дальнейшем увеличении деформации изменяться не будет. При 
этом электропроводность имеет вид 

 
2

0 н
н

e p

m
, (4.4.34) 

где m  – эффективная масса в направлении н;  – время ре-

лаксации в условиях насыщения; 0p  – общая концентрация дырок. 

Электропроводность недеформированного p-кремния с учетом 
(4.4.27) можно представить в виде 

 
1 1 2 22

0 0 3/ 2 3/ 2

10 20

m m
e p

m m

. (4.4.35) 

Если принять для оценок, что усредненное время релаксации не 

изменяется при деформации н 1 2 , то относительная 

электропроводность в условиях насыщения будет равна 

 

3/ 2 3/ 2

10 20

0 10 20H

m m

m m m
.  (4.4.36) 
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Множитель 1 ( )g  описывает вклад в электропроводность 

дырок в дальней части спектра ГE E . Для оценок можно считать 

весовую функцию ( )g  пропорциональной концентрации дырок 

1p  в области спектра ГE E : 

 1( )
p

g
p

. (4.4.37) 

Отношение концентраций в (4.4.37), как показывает расчет [12], 

 

1/ 2 *
1 2 1

1/ 2
2 * 3/ 2 *

1 2 1 1

Г
( )

Г Г
2

m m E
g

m m E m E

, (4.4.38) 

где *
1 Г 0/( )E E k T  – приведенная граничная энергия; 

*
1Г E  

*
1

1/ 2

0

exp

E

x x dx  – неполная гамма-функция. 

Из общей структуры деформационной характеристики следует, 
что при малых деформациях ( 0)  электропроводность опреде-

ляется частью спектра с энергией ГE E . 

На рис. 4.11 приведена зависимость относительной электропро-

водности кремния p-типа с удельным сопротивлением 0 4.5  Ом·см 

при одноосном сжатии вдоль направления [111], взятая из ра- 
боты [12]. 

Экспериментальные данные в пределах 15 % согласуются с 
расчетными результатами по формуле (4.4.33), если использовать 
для граничной энергии выражение 

 *
1E X

T
, (4.4.39) 

где 
2

7 град м
4.5 10

H
. Это означает, что граничная энергия 

практически точно равна расщеплению подзон валентной зоны в точ-

ке k = 0, рассчитанной по соотношению 122 3E d , если принять 

5.3d  эВ. Для расчетов электропроводности в условиях насыщения 

использовались значения эффективных масс 00.125m m  и 

00.368m m , что соответствует данным работы [13]. 
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Рис. 4.11. Зависимость электропроводности 

p-кремния ( 4.5  Ом·с) от механического 

напряжения: 

кривые – расчет по (4.4.33): , , ,1 3 2 4 ;  

▲ –Т = 77 K,  – Т = 293 K 

 
Из приводимых зависимостей отчетливо виден различный ха-

рактер изменения продольной и поперечной электропроводности. 
При сжатии продольная электропроводность в направлении [111] 
изменяется монотонно, а поперечная имеет минимум при  
X = –2,8·10

6
 Па и это различие целиком связано с ролью участка 

спектра дырок с энергией Г( )E E . 

В р-кремнии электропроводность ведет себя различным образом 
при растяжении и сжатии, это связано с тем, что величины тензора 

эффективных масс в области энергий Г( )E E  зависят от знака де-

формации. В табл. 4.4 приведены значения масс, рассчитанные по 
соотношению для одноосной нагрузки вдоль [111]. 

 

Т а б л и ц а  4.4                                  

Эффективные массы ( )E EГ , X||[111] 

Сжатие Растяжение 

00.152m m  

00.368m m  

00.695m m  

00.189m m  

 

Разные значения эффективных масс приводят к различным ве-
личинам электропроводности насыщения. Отметим также, что зна-
чения тензора эффективных масс зависят еще и от кристаллогра-
фического направления действия нагрузки и ориентации сторон 
тензорезистора. 
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4.5. ФЕНОМЕНОЛОГИЧЕСКОЕ ОПИСАНИЕ  
ТЕНЗОРЕЗИСТИВНОГО ЭФФЕКТА 

В практических приложениях широко используется феномено-
логический подход к описанию тензорезистивного эффекта. При 
таком подходе указанный эффект может быть описан с помощью 
небольшого числа параметров, значения которых определяются 
либо теоретическим путем, либо экспериментально. Поскольку 
теория тензорезистивного эффекта носит в значительной мере 
приближенный характер, феноменологический подход в сочетании 
с экспериментально определенными параметрами является основ-
ным при проектировании различных типов тензопреобразователей. 

Деформации, которые выдерживают кристаллы кремния без 
разрушения, мало искажают кристаллическую решетку, и их вели-

чина обычно не превосходит 21 10 . Это позволяет провести 
разложение электропроводности в ряд Маклорена по деформации 
как малому параметру: 

 

2

0
0 00 0

1 1
...

2

ij ij
ij ij kl kl mn

kl kl mn

 

 
(1) (2)

0 ...ij ij ij .   (4.5.1) 

Как обычно, предполагается суммирование по повторяющимся 
индексам, и все индексы изменяются от 1 до 3. 

Индекс «0» указывает на то, что производные вычислены для 
недеформированной кристаллической решетки. Первое слагаемое в 
(4.5.1) описывает электропроводность недеформированного крем-
ния, второе – линейную добавку в электропроводность, третье – 
квадратичную по деформации и т.д. В зависимости от требуемой 
точности описания тензорезистивного эффекта применяют то или 
иное число членов ряда. Обычно ограничиваются линейным при-
ближением. 

Электропроводность недеформированного кремния не зависит 
от направления в кристалле и может быть записана в виде диаго-
нальной матрицы: 

 0ij ij , 

где ij  – единичная матрица. 
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Линейная по деформации добавка в электропроводность имеет 
форму 

 
(1)

0 0

1 ij
ij kl

kl

. (4.5.2) 

Набор коэффициентов перед деформациями в правой части 
(4.5.2) образует тензор 4-го ранга, который именуется тензором 
линейной эластопроводимости. Тензор имеет в общем случае 81 
компоненту, каждая из которых имеет вид 

 
0 0

1 ij
ijkl

kl

m . (4.5.3) 

Поскольку при описании тензорезистивного эффекта обычно 
ограничиваются линейным приближением, слово «линейное» в 
названии эластопроводимости обычно опускают. 

Структура тензора эластопроводимости и число его независи-
мых компонент зависят от симметрии исходной кристаллической 
решетки. В главных осях кремния, связанных с направлениями 

100 , 010 , 001 , тензор эластопроводимости имеет только три 

независимые компоненты – 1111m , 1122m , 1212m . Тензор эластопро-

водимости симметричен по индексам ,i j  и ,k l . Это позволяет вве-

сти более удобную для практических целей матричную форму за-
писи. Введем матричное сокращение пар индексов  

 11 1, 22 2, 33 3, 23,32 4, 13,31 5, 12,21 6 . 

Тогда для кремния в системе главных осей матрица линейной 
эластопроводимости будет иметь вид 

 

11 12 12

12 11 12

12 12 11

44

44

44

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

ij

m m m

m m m

m m m
m

m

m

m

. (4.5.4) 

В других системах координат, не совпадающих с главными 
осями, структура матрицы будет более сложная и число отличных 
от нуля элементов может возрасти до 36. 
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Квадратичная добавка по деформации в электропроводность 
имеет форму 

 

2
(2)

0
0

1
, , , , , , 1,2,3.

2

ij
ij kl mn

kl mn

i j k l m n  (4.5.5) 

Набор коэффициентов перед деформациями в правой части 
(4.5.5) образует тензор 6-го ранга – тензор квадратичной эласто-
проводимости. Этот тензор имеет 729 компонент, каждая из кото-
рых имеет вид 

 

2

0
0

1

2

ij
ijklmn

kl mn

m  (4.5.6) 

Тензор квадратичной эластопроводимости симметричен по ин-
дексам ,i j , ,k l , ,m n  и инвариантен относительно перестановки 

пар индексов kl  и mn . Это позволяет ввести матричные обозначе-
ния пар индексов, как это было сделано для тензора линейной эла-
стопроводимости. Симметрия кристаллической решетки кремния 
приводит к тому, что число независимых элементов матрицы со-
кращается до 9, если использовать главные оси кремния. В этих 
осях матрица квадратичной эластопроводимости имеет вид 
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  (4.5.7) 

В других системах координат, отличающихся от главной, 
структура матрицы будет более сложной. Учитывая матричную 
форму записи, квадратичная добавка в электропроводность может 
быть представлена выражением 

 (2)
i ipq p qm . (4.5.8) 

При практическом применении полупроводниковых тензорези-
стивных структур удобнее иметь зависимость удельного сопротив-
ления тензорезистора от механических напряжений, на него воз-
действующих: 

 ( )ij klT . (4.5.9) 

Разлагая функцию в правой части (4.5.9) в ряд Маклорена и ог-
раничиваясь членами, квадратичными по напряжениям, получаем 
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0
0 00 0

1 1
...

2

ij ij
ij ij kl kl mn

kl kl mn

T T T
T T T

 

 
(1) (2)

0 ...ij ij ij .    (4.5.10) 

Все индексы изменяются от 1 до 3. 
Коэффициенты во втором слагаемом образуют тензор четвер-

того ранга – тензор линейного пьезосопротивления: 

 
0 0

1 ij
ijkl

klT
. (4.5.11) 

Коэффициенты в третьем слагаемом образуют тензор шестого 
ранга – тензор квадратичного пьезосопротивления: 

 

2

0
0

1

2

ij
ijklmn

kl mnT T
. 
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Сходимость ряда (4.5.11) обеспечивается малостью коэффици-

ентов ряда ijkl , ijklmn  и т.д. Тензоры линейного и квадратичного 

пьезосопротивления обладают симметрией по индексам ij , kl , 

mn , аналогичной симметрии по тензорам линейной и квадратич-
ной эластопроводимости. Это позволяет ввести матрицу линейного 
и квадратичного пьезосопротивления. Связь между элементами 
матрицы и компонентами тензора линейного пьезосопротивления 
дается соотношениями 

 
если и 1,2,3,

если 4,5,6, 1,2,3,
ijkl  (4.5.12) 

 
если и 4,5,6,

2
если 1,2,3, 4,5,6.

ijkl  

При этом используются стандартные матричные сокращения 
пар индексов. Структура матриц линейного и квадратичного пье-
зосопротивления в главных осях кристалла аналогична матрицам 
эластопроводимости, например, для линейного пьезосопротивле-

ния отличны от нуля компоненты 11 12 44, , . 

Для установления связи между компонентами тензоров эласто-
проводимости и пьезосопротивления необходимо учесть, что тен-
зоры электропроводности и сопротивления являются обратными, а 
тензоры деформаций и напряжений связаны по закону Гука:  

 ij jk ik ,     , , 1,2,3i j k . (4.5.13) 

С точностью до квадратичных членов по деформации уравне-
ние связи (4.5.13) можно представить в виде [14] 

      
(1) (1) (1) (2)

0ij ij ij im mj ij ,    , , 1,2,3i j m . (4.5.14) 

Учитывая (4.5.1),(4.5.10), получаем в линейном приближении 
по деформации 

 
(1) (1)
ij ij . (4.5.15) 

Из этого следуют соотношения 

 ijkl kl ijmn mnkl klT S T ,       ijkl ijmn mnklm S . (4.5.16) 
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Приняв во внимание явный вид матриц пьезосопротивления, 
эластопроводимости и упругих постоянных в главных осях крем-
ния, получаем следующие уравнения связи: 

 11 11 11 12 122m S m S , 

 12 13 11 12 12 11 12( )m S m S S , (4.5.17) 

 44 44 44m S . 

Аналогичным образом получаются уравнения связи, выра-
жающие элементы матрицы эластопроводимости через матрицу 
пьезосопротивления: 

 11 11 11 12 122m C C ,      44 44 44m C , 

 12 13 11 12 12 11 12( )m m C C C . 

Здесь ijC  – элементы матрицы жесткости кремния. Значения эле-

ментов матрицы жесткости приведены в табл. 2.1. 
В квадратичном приближении по деформации из уравнения 

(4.5.14) имеем 

 (2) (1) (1) (2)
, 1,2,3.ij im mj ij m  (4.5.18) 

Учитывая (4.5.16), (4.5.18), после необходимых подстановок 
получаем достаточно сложное уравнение связи квадратичного пье-
зосопротивления и эластопроводимости 

 
3 3

1 , , , 1
ijklpq imkl mjpq ij kl pq

m

m S S . (4.5.19) 

При проектировании элементов микросистем с использованием 
тензорезистивного эффекта часто возникает задача пересчета ком-
понент тензора линейного пьезосопротивления или эластопрово-
димости к системе координат, отличных от главной. Удобные 
формулы перехода получены в работах [15, 16], и здесь мы их при-
водим для удобства чтения, сохраняя при этом все обозначения. 
Элементы матрицы направляющих косинусов в новых обозначени-
ях имеют вид 

 

1 1 1

2 2 2

3 3 3

ij

l m n

l m n

l m n

, 

здесь 1 1 1cos ,l x x  и т.д. 
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Все компоненты матриц соответствующих тензоров выражают-
ся через угловые функции четырех типов: 

    

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 1 12 1 2 1 2 1 2

3 3 3 2 2 2
12 1 2 1 2 1 2 123 1 2 3 1 2 3 1 2 3

, ,

, .

F l m n m n l F l l m m n n

G l l m m n n G l l l m m m n n n
 (4.5.20) 

Функции с другими номерами означают необходимость ис-
пользовать иные компоненты матрицы направляющих косинусов, 
например: 

 2 2 2
312 3 1 2 3 1 2 3 1 2G l l l m m m n n n  

и т.д. Для сокращения записи введены обозначения 

 11 12 44A ,  11 12 442Am m m m ,  11 12 440.5AS S S S . 

С учетом функции (4.5.20) матрицы пьезо- и эластосопротив-
лений, а также упругих постоянных S  принимают вид 

 
Матрица коэффициентов пьезосопротивления 

11 1 12 12 12 13 231 31 21

12 12 11 2 12 23 32 312 12

12 13 12 23 11 3 23 13 123

231 32 23 44 23 123 312

31 312 13

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2

2

A A A A A A

A A A A A A

A A A A A A

A A A A A A

A A A A

F F F G G G

F F F G G G

F F F G G G

G G G F G G

G G G G123 44 31 321

21 12 123 312 231 44 12

2 2

2 2 2

A A

A A A A A A

F G

G G G G G F

 

Матрица коэффициентов эластосопротивления 

11 1 12 12 12 13 231 31 21

12 12 11 2 12 23 32 312 12

12 13 12 23 11 3 23 13 123

231 32 23 44 23 123 312

31 312 13 123 44 31

2

2

2

A A A A A A

A A A A A A

A A A A A A

A A A A A A

A A A A A A

m m F m m F m m F m G m G m G

m m F m m F m m F m G m G m G

m m F m m F m m F m G m G m G

m G m G m G m m F m G m G

m G m G m G m G m m F m 321

21 12 123 312 231 44 12A A A A A A

G

m G m G m G m G m G m m F

 

Матрица упругих постоянных 

11 1 12 12 12 13 231 31 21

12 12 11 2 12 23 32 312 12

12 13 12 23 11 3 23 13 123

231 32 23 44 23 123 312

31 312 1

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 4 4 4

2 2 2

A A A A A A

A A A A A A

A A A A A A

A A A A A A

A A A

S S F S S F S S F S G S G S G

S S F S S F S S F S G S G S G

S S F S S F S S F S G S G S G

S G S G S G S S F S G S G

S G S G S G 3 123 44 31 321

21 12 123 312 231 44 12

4 4 4

2 2 2 4 4 4

A A A

A A A A A A

S G S S F S G

S G S G S G S G S G S S F
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Другой подход [17] основан на построении специальной мат-

рицы перехода A . Эта матрица строится из элементов матрицы 

направляющих косинусов. Ее структура указана в табл. 4.5. 
 

Т а б л и ц а  4.5  

Матрица перехода А 

2 2 2
11 12 13 12 13 11 13 11 12

2 2 2
21 22 23 22 23 21 23 21 22

2 2 2
31 32 33 32 33 31 33 31 32

21 31 22 32 23 32 22 33 32 33 21 33 31 23 21 32 31 22

11 31 12 32 13 33 12 33 32 13 11 33 31 13

2 2 2

2 2 2

2 2 2

11 32 31 12

11 21 12 22 13 22 12 23 22 13 11 23 21 13 11 22 21 12

 

 
Т а б л и ц а  4.6 

Матрица перехода Α  

2 2 2
11 21 31 21 31 11 31 11 21

2 2 2
12 22 32 22 32 12 32 12 22

2 2 2
13 23 33 23 33 13 33 13 23

12 13 22 23 32 33 22 33 32 23 12 33 32 13 12 33 32 13

11 13 21 23 31 33 21 33 31 23 11 33 31 13

2 2 2

2 2 2

2 2 2

11 23 21 13

11 12 21 22 31 32 21 32 31 22 11 32 31 12 11 22 21 12

 

 
После ее построения элементы матрицы пьезосопротивления в 

новой системе координат определяются по соотношению 

 A A , 

где A  – матрица, обратная A  (табл. 4.6).  

По аналогии с тензором упругих податливостей (2.3.12) фор-
мулы для преобразования компонент тензоров линейного пьезосо-
противления и эластопроводимости кристаллов, обладающих ку-
бической симметрией, можно представить в виде: 

для пьезосопротивления 

 44
12

2
iklm ik lm il km im kl  
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3

11 12 44
1

,in kn in mn
n

 (4.5.21) 

для эластопроводимости 

 12 44iklm ik lm il km im klm m m  

 
3

11 12 44
1

2 .in kn in mn
n

m m m  (4.5.22) 

В этих формулах in  – элементы матрицы направляющих косину-

сов. Переход к элементам матрицы пьезосопротивления и эласто-
проводимости осуществляется обычным образом. 

Формулы из табл. 4.4 или (4.5.21), (4.5.22) удобны при исследо-
вании угловых зависимостей компонент тензоров. В качестве при-
мера рассмотрим зависимость некоторых компонент матрицы пье-
зосопротивления от угла поворота  в плоскости (100) вокруг оси 
[001]. Матрица направляющих косинусов в этом случае имеет вид 

 

cos sin 0

sin cos 0

0 0 1

ij .   (4.5.23) 

Подставляя элементы матрицы (4.5.23) в (4.5.22), получаем 

 
2

11 12 44 11 12 44

sin 2
( ) 1

2
, 

 
2

12 12 11 12 44

sin 2
( )

2
, (4.5.24) 

 16 11 12 44

sin 4
( )

2
. 

Угловые зависимости для различных компонент матрицы пье-
зосопротивления оказываются различными и зависят от соотноше-
ния между основными компонентами пьезосопротивления 

11 12 44, , . В кремнии p-типа 44 11| |  и 44 12| | , а в кремнии 

n-типа 11 44 12 44| | и | | . Из-за этого в кремнии p-типа компо-

нента 11 (продольное пьезосопротивление) достигает максимального  
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2·10
–10

4·10
–10

6·10
–100

5·10
–10

1·10
–90

 
а б 

Рис. 4.12. Угловые зависимости продольного пьезосопро-

тивления 11  в плоскости 100  для p-Si (а) и n-Si (б); ось 

            абсцисс соответствует направлению [100] 

 
значения вдоль направления [110], а в кремнии n-типа – вдоль на-
правления [100]. Соответствующие угловые зависимости приведе-
ны на рис. 4.12. 

Для расчетов угловых зависимостей использованы значения ко-
эффициентов пьезосопротивления (табл. 4.7), определенные в [2]. 

 
Т а б л и ц а  4.7 

Коэффициенты пьезосопротивления для слаболегированного кремния 

Тип  
проводимости 

Удельное 
 сопротивление,  

Ом  см 

11 110 , Па  

11  12  44  

n 11.7 –102.2 53.4 –13.6 

p 7.8 6.6 –1.1 138.1 

 
В заключение данного раздела приведем матрицы пьезосопро-

тивления для двух важных случаев. 

1. Система координат связана с плоскостью 111 :  

 1 110x ,    2 112x ,    3 111x . 

В этой системе координат отличные от нуля элементы матрицы 
пьезосопротивления равны 

 11 12 44
11 22

2
,     11 12 44

12 21

5

2
, 
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 11 12 44
13 31 32 23

2

3
,    11 12 44

33

2 2

3
, 

 41 14 42 24 11 12 44

3
2 2

2
, 

 11 12 44
44 55

2

3
,     11 12 44

66

2

3
, 

 
11 12 44

56 65

2

3
. 

Остальные компоненты матрицы равны нулю. 

2. Система координат связана c плоскостью 100 . 

Если оси координат ориентированы вдоль направлений 

1 110x , 2 110x , 3 001x , то матрица пьезосопротивления бу-

дет иметь вид 

11 12 44 11 12 44
12

11 12 44 11 12 44
12

12 12 11

44

44

11 12

0 0 0
2 2

0 0 0
2 2

0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

ij . 

(4.5.26) 

4.6. ВЛИЯНИЕ ТЕМПЕРАТУРЫ  
И ЛЕГИРОВАНИЯ НА ЭЛЕКТРОПРОВОДНОСТЬ  
ДЕФОРМИРОВАННОГО n-КРЕМНИЯ 

Как показали многочисленные исследования, существует  
несколько эффектов, не находящих объяснения в рамках базовой 
модели Херринга – Фогта. К ним в первую очередь можно отнести 
заметную величину константы пьезосопротивления 44, наблю-
даемое насыщение зависимостей проводимости от деформации при  
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комнатных температурах и зависимость тензоэффектов от типа 
легирующей  примеси при пониженных температурах. Для объяс-
нения данных эффектов требуется выйти за рамки предположений, 
на которых базируется модель Херринга – Фогта, а именно необ-
ходимо принять, что при деформации в п-кремнии могут изменять-
ся эффективная масса, подвижность электронов в каждом миниму-
ме и их полная концентрация. 

4.6.1. ВЛИЯНИЕ СДВИГОВЫХ ДЕФОРМАЦИЙ  
НА ПРОВОДИМОСТЬ n-SI 

В рамках модели «жестких» минимумов для каждого из экви-
валентных экстремумов выражение для энергетического спектра 
может быть представлено в виде  

     E , Ak
2 2 2

d u
,

( ) Ξ Sp Ξx y z x l x m lm
l m

k A k k , (4.6.1) 

здесь lm – компоненты тензора деформаций, заданные в осях кри-

сталла, x k – косинус угла между осью x (осью, на которой рас-

положен данный экстремум) и осью k (одной из осей кристалла). 
Данное выражение справедливо в системе главных осей экс-

тремума, которые для различных экстремумов не совпадают, что 
может приводить к различному смещению эквивалентных экстре-
мумов при деформации кристалла. Нарушение эквивалентности 
экстремумов связано с тем, что при деформации симметрия кри-
сталла может изменяться, а энергетический спектр должен обла-
дать симметрией кристалла. В данном случае (невырожденные зо-
ны) изменение симметрии энергетического спектра проявляется в 
неодинаковом смещении эквивалентных (до деформации) экстре-
мумов. При деформации, не изменяющей симметрию кристалла 
(например, всестороннее сжатие) или не вызывающей нарушения 

преобразований, переводящих вектор 0k  в 0
i

k , эквивалентные экс-

тремумы будут смещаться одинаково. 
Следует, однако, заметить, что в полупроводниках с решеткой 

алмаза и цинковой обманки для 1  минимумов, расположенных в 

окрестности точки Х, характерно сильное взаимодействие с близ-

лежащей зоной [9]. Особенности структуры 1
cX - зоны обусловлены 

тем, что k p – «взаимодействие» 1
cX -  и 3

cX -состояний, разделен-

ных сравнительно небольшим энергетическим зазором, приводит к 
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существенной непараболичности закона дисперсии электронов и 
«двугорбой» структуре [18]. При анизотропной деформации это 
взаимодействие может изменяться и наряду со смещением мини-
мума как целого будут появляться изменения формы изоэнергети-
ческой поверхности. 

В случае кремния п-типа спектр электронов при наличии де-
формации с учетом данного взаимодействия в окрестности точки Х 
может быть представлен в виде 

   2 2 2 2 2 2( ) ( ) ( )x y z x y z yzE , Ak B k k D k Ck k Lk ,   (4.6.2) 

где d u
,

Ξ Sp Ξ x l x m lm
l m

 соответствует iE  в (4.2.1).  

Отметим, что согласно (4.6.2) не всякая анизотропная дефор-

мация, а только yz  приводит к изменению формы изоэнергетиче-

ских поверхностей. Именно эта компонента деформации вызывает 
изменение энергетического зазора 
между «взаимодействующими» 
зонами в точке Х.  

На рис. 4.13 показано строение 
зоны проводимости Si вблизи Х-ми-
нимума, соответствующее (4.6.2). 
Расчеты показывают, что в крем-

нии минимум Δ  у 1
cX оказывает-

ся достаточно удаленным от точки 
вырождения Х. В результате вме-

сто (4.6.2) для 1
cX - зоны в окрест-

ности минимума можно использо-
вать разложение 

 2 2 2 2

2
( ) ( ) ( )x y z y z yz

A
E , Ak B k k Ck k L

D
k ,  (4.6.3) 

здесь Е и  xk отсчитываются от точки экстремума. 

Для больших деформаций и малых энергий (4.6.3) можно еще 
упростить. При этом получим 

  2 2 2 2

2
( ) ( ) [2 ( ) ]x y z y z yz yz

A
E , Ak B k k Ck k L L

D
k . (4.6.4) 

 

Х

Е

с
1

Хс
3

1 1

k
 

 

Рис. 4.13. Строение зоны прово-
димости n-Si вблизи Х-минимума 
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Если теперь в (4.6.4) перейти к системе осей 

 [100],  [011],  [011]x y zk k k , то спектр ( )E ,k  запишется в виде 

 2 2 2 2
1 2 2

( ) ( )x y z yz

A
E , Ak B k B k L

D
k ,    (4.6.5) 

 1 2 yz

A
B B CL

D
,      2 2 yz

A
B B CL

D
. 

Таким образом, при сделанных допущениях изоэнергетические 
поверхности в окрестности минимума и при деформации остаются 
эллипсоидами. Однако эффективные массы становятся зависящими 

от деформации yz . Причем *1 y ym  и 
*1 z zm  при наличии сдвиго-

вой деформации должны различаться на величину 
2 2

4 yz

ACL

D 
. 

В большинстве работ для описания спектра электронов в крем-
нии при отсутствии деформации используется именно выражение 
(4.6.5). Отметим, однако, что оно является лишь разложением в ряд 
более точного выражения (4.6.2). На рис. 4.14 представлены зави-

симости плотности состояний от энергии для 1
cX - зоны в Si, рас-

считанные  с использованием  (4.6.5) – g0 (E)  и (4.6.2) – g (E, ) при  
 

0 0.05 0.1 0.15 

8

7

6

5

4

3

2

1

g E ( )

g E( , 0)

G E( ,– 0.005)

g E( , 0.005)

0 

g E ( )·10  , м  эВ
26 –3 –1

E, эВ 
 

Рис. 4.14.  Зависимости плотности состояний от энергии для  

1
cX - зоны в Si:  

g0(E) – расчет по (4.6.5), g(E, ) – расчет по (4.6.2) 
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0.005, 0yz  и 0.005 . Расчеты показали, что g0 (E) слабо зависит 

от деформации, в то время как g (E, ) существенно меняется при 

изменении как величины, так и знака деформации yz . Из рисунка 

также видно, что разложение (4.6.5) позволяет рассчитать зависи-
мость плотности состояний от энергии с достаточной точностью 
лишь при наличии больших отрицательных сдвиговых деформа-

ций. При отсутствии деформации yz  ошибка в оценке плотности 

состояний с использованием (4.6.5) превысит 5 % при Е = 0.04 эВ и 
15 % при Е = 0.08 эВ, а в случае положительных сдвиговых дефор-
маций ошибка еще возрастет. В результате использование (4.6.5) 
для расчета кинетических коэффициентов при комнатной и более 
высокой температуре представляется не всегда обоснованным. 

Пренебрегая в (4.6.5) слагаемым, пропорциональным 2
yz , мож-

но получить выражения для оценки коэффициента 44 без учета [19] 
и с учетом [20] анизотропии времени релаксации. Согласно [20] 

 
|| 44

44
0

86.8
1 2

m S

m K
,           (4.6.6) 

где ||K  – коэффициент анизотропии подвижности. По 

оценкам [20], при комнатной температуре 
11

44 9.4 10 Па
–1

, 

что достаточно близко к значению 1113.6 10  Па
–1

, полученному 
экспериментально в [2]. Согласно (4.6.6) при увеличении легиро-
вания величина 44 должна расти из-за уменьшения значения пара-
метра анизотропии K в связи с увеличением вклада рассеяния на 
ионизированных примесях. Кроме того, по мере увеличения кон-
центрации электронов и заполнения зоны все большее количество 
электронов будет попадать в область энергий, где взаимодействие 

с 3
cX - зоной становится существенным. 

4.6.2. ВЛИЯНИЕ ДЕФОРМАЦИИ  
НА ПРИМЕСНЫЕ СОСТОЯНИЯ В SI 

Исследования влияния деформации на кинетические коэффи-
циенты в п-кремнии [8, 21–31] показали, что во многих случаях 
даже при отсутствии сдвиговых деформаций экспериментальные 
результаты не удается объяснить, полагая, что деформация  
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не влияет на процессы рассеяния и полную концентрацию носите-
лей заряда. 

На рис. 4.15 – 4.17 приведены экспериментальные зависимости 
относительного изменения удельного сопротивления монокристал-

лов n-Si 0 ( )X f X  при сжатии вдоль X || J || [100]. Видно (cм. 

рис. 4.15), что при T = 77.4 удельное сопротивление перестает воз-
растать примерно при 5 МПа. Оценки с использованием (4.4.16) 
показывают, что при таких нагрузках и температурах перетекание 
электронов из поднимающихся минимумов в опускающиеся прак-
тически закончилось. 

Предполагая, что одноосная деформация не изменяет форму 
изоэнергетических поверхностей и процессы рассеяния, при де-
формации Si вдоль [100] направления имеем 

 
0

ρ 2 1

ρ 3 2
K .  (4.6.7) 

Таким образом, уменьшение значения 0 при увеличе- 

нии концентрации  электронов  связано с уменьшением параметра  
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Рис. 4.15. Экспериментальные зависимости 0 ( )X f X  

          для образцов n-Si при X || J || [100], T = 77.4 K: 

n= 31013,  9.51013, 4.61014, 71016, 5.21017 (кривые 1–5 соответственно) 
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Рис. 4.16. Зависимости 0 ( )X f X  для n-Si при 

                      сжатии вдоль  X || J || [100]: 

кривые 1, 4  133 10dN  см–3  при Т, К: 1 – 78, 4 – 300; кривые 2, 3  

            171.7 10dN  см–3  при Т = 78 K (2) и Т = 300 K (3) 
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Рис. 4.17. Зависимости 0 ( )X f X  для n-Si  

с n = = 4.0910
13  

cм
–3

 при X || J || [100]: 

T = 78, 118, 158, 198, 238, 300 K (кривые 1 – 6 соответственно) 
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анизотропии K в связи с увеличением вклада рассеяния на ионизи-
рованных примесях. 

Характерными же особенностями кривых на рис. 4.15 – 4.17 
являются отсутствие насыщения (спад) в области больших дефор-

маций и уменьшение максимального значения 0X  при увели-

чении температуры. Следует также обратить внимание на тенден-

цию зависимостей 0 ( )X f X  к насыщению при комнатных 

температурах, когда перетекание носителей заряда из поднимаю-
щихся минимумов в опускающиеся еще не закончилось. 

Одним из возможных объяснений спада на зависимостях 

0 ( )X f X  в области больших деформаций может быть изме-

нение полной концентрации носителей в зоне проводимости вслед-
ствие дополнительной ионизации примеси.  

Известно, что энергетический уровень основного состояния 
мелкого донора V группы в кремнии расщепляется на синглет 
А1(1), дублет Е(2) и триплет Т1(3) (так называемое орбит-долинное 
расщепление). Причем под действием внешних полей структура 
этих уровней может дополнительно изменяться [32]. Расчеты пока-
зывают, что в кремнии наинизшим является состояние А1. В 
табл. 4.8 приведены значения энергий связи для компонент основ-
ного состояния доноров V группы в Si. 

Как показано в [9] в случае п-Si изменение энергии связи мел-
кого примесного центра в деформированном кристалле определя-
ется уравнениями 

 
2 2

1 2 3 1 7 3 70.5F E F E F E F E F F E F  

  
Т а б л и ц а  4.8 

Значения энергий связи для компонент основного состояния доноров  
V группы в Si, мэВ 

Источник E(A1) E(T1) E(E) 

Теория [33] 45.5 33.7 32.4 

Теория [34] 45.5 39.5 37.4 

Эксперимент [35] 

As 

P 

Sb  

 

53.7 
45.5 

42.7 

 

32.6 

33.9 

32.9 

 

31.2 

32.6 

30.6 

Эксперимент [36] 

As 

P 

Sb 

 

E(A1) 

E(A1) 

E(A1) 

 

E(A1) – 21.15 

E(A1) – 11.85 

E(A1) – 9.94 

 

E(T1) – 1.42 

E(T1) – 1.35 

E(T1) – 2.5 
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 2 2
7 8 2 82 0F F F E F ,   (4.6.8) 

 
4

пр 1 1E E ,   
5

пр 2 1E E ,   
6

пр 3 1E E , 

здесь 
4,5,6

прE  соответствуют триплетным состояниям, ,iE  

1,2,3,i – сдвиг i-го экстремума; 

 1 1 2 3 / 3F E E E ,   2 1 2 20.5F E E , 

 3 1 2 3 24 / 6F E E E , 7 1 2 / 6F E E , 

 8 3 1 22 /3 2F E E E ; 

1  и 2  энергетические зазоры между триплетным и синглетным 

и дублетным и синглетным состояниями в недеформированном 
кристалле. Отметим, что в (4.6.8) энергия отсчитывается от синг-
летного состояния в недеформированном кристалле. 

В случае деформации кристалла п-Si по направлению плоско-

сти типа (110), когда 1 2E E , из (4.6.8) имеем 

 
1

пр 2 1E E ,        
2,3

пр 2 1 3

1 1

2 3
E E E  

 
2 2 2
1 3 2 3 1 2 1 39( ) 6( ) 18E E E E E E ,   (4.6.9) 

здесь 
1,2

прE соответствуют дублетным состояниям, а 
3

прE  синг-

летному состоянию в недеформированном кристалле. 
Отметим, что (4.6.8) не учитывает сдвиг зон как целого под 

действием всесторонней деформации. Такой сдвиг приводит к до-
полнительному одинаковому смещению всех уровней примесного 
центра.   

В общем случае распределение электронов по состояниям при 
произвольной деформации находится из уравнения нейтральности. 

Например, для п-Si в пределе больших деформаций 2u zz  при 

X || [100] и a dn N N  в отсутствие вырождения из уравнения 

нейтральности можно получить 

 
2 1

0 2 1

1 2exp / 3exp /

3 exp 2 /3 exp /

X
kT kTn

n kT kT
,  (4.6.10) 
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где 0,  Xn n концентрации электронов в зоне проводимости при 

наличии и отсутствии деформации; zz zz xx . 

На рис. 4.18 приведены зависимости относительного изменения 
концентрации электронов в зоне проводимости кремния от нагруз-
ки, рассчитанные для Т = 24 и 31 K, Nd = 10

13
 см

–3
, компенсации  

K = 0 и 0.4 при X || [100]. Видно, что изменение концентрации при 
деформации увеличивается при понижении температуры и увели-
чении степени компенсации. 
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Рис. 4.18. Зависимости относительного изменения 
концентрации электронов в зоне проводимости крем-
ния от нагрузки, рассчитанные при Nd = 10

13
 см

–3
  

для Т = 31 K (кривые 1 и 3) и 24 K (кривые 2 и 4);   
                     1, 2 – K = 0;  3, 4 – K = 0.4 

 
Вклад изменения концентрации подвижных электронов в изме-

нение удельного сопротивления при деформации кристалла пред-

ставлен на рис. 4.19, где приведены зависимости 0 ( )X f X , 

рассчитанные для Т = 24 и 31 K, Nd = 10
13

 см
-3

, компенсации K = 0 и 
0.4 при X || [100]. Видно, что при малых нагрузках, когда вклад ио-
низационных процессов еще мал, изменение сопротивления в ос-
новном определяется механизмом перетекания и наклон зависимо-
стей в точке Х = 0 при понижении температуры увеличивается 

пропорционально /u kT . Спад кривых при больших деформациях 

обусловлен проявлением дополнительной ионизации примесей, так 
как перетекание уже практически закончилось. При этом уменьше-

ние значения 0X  в максимуме обусловлено, во-первых, 

уменьшением при понижении температуры коэффициента анизо-
тропии подвижности (так, для  Nd = 10

13
 см

–3 
 и K = 0.4 при Т = 24 K  
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Рис. 4.19. Зависимости относительного изменения сопротивле- 
ния п-кремния от нагрузки; обозначения соответствуют рис. 4.18 

 

K = 4.7, а при Т = 31 K K = 5.5), во-вторых, увеличением вклада 

в изменение проводимости от изменения концентрации электронов 
под действием деформации. 

Как показывают расчеты, изменение концентрации электронов 
под действием деформации в п-Si остается заметным вплоть до 
80 K. На рис. 4.20 представлены результаты расчета изменения от-
носительной концентрации электронов в зоне проводимости кремния,  
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Рис. 4.20. Изменение концентрации электронов в 
зоне проводимости Si при воздействии одно-
                         осной нагрузки X: 

1 – Nd = 31013 см–3 (для Sb, P и As);  2 – 4 – Nd = 1017 см–3 (2 – 
Sb,  3 – P и 4 – As);  Т = 78 K 
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легированного Sb, P и As, при деформации вдоль [100] направле-
ния. Видно, что при Т = 78 K и  Nd = 310

13
 см

–3
 изменения концен-

трации электронов при деформации практически не происходит 
независимо от типа примеси, так как все примесные центры уже 
ионизованы. При увеличении же концентрации доноров до 10

17
 см

–3
 

изменение числа электронов в зоне при деформации становится 
существенным. Причем, если для Sb и P это изменение составляет 
порядка 20 %, то для As – порядка 100 %. 

Расчеты зависимости проводимости п-Si при 78 K от деформа-
ции с учетом дополнительной ионизации примеси в свою очередь 
показали, что для концентрации примеси меньше 410

13
 см

–3
 зави-

симости 0 ( )X f X  практически не имеют спада (как и в экс-

перименте) при больших деформациях. Для больших же концен-
траций примеси такой спад наблюдается, причем тем сильнее, чем 
больше концентрация доноров, что обусловлено изменением пол-
ной концентрации электронов в зоне проводимости. Кроме того, с 
ростом концентрации доноров наблюдается снижение максимума 

на зависимости 0 ( )X f X , вызываемое увеличением вклада 

рассеяния на ионизованных примесях и, как следствие, уменьше-
нием коэффициента анизотропии подвижности.  

Сопоставление экспериментальных и расчетных зависимостей 
показывает, что учет анизотропии рассеяния на акустических фо-
нонах и ионах примеси и перестройки при воздействии одноосной 
деформации основного состояния мелких примесных центров по-
зволяет описать основные особенности, наблюдаемые в экспери-
менте при 78 K. Количественные же расхождения (достигающие 
20 %) могут быть объяснены как тем, что пока константы дефор-
мационного потенциала для п-Si не определены с достаточной точ-
ностью, так и тем, что для исследуемых образцов обычно неиз-
вестна величина компенсации. При этом исследования 
показывают, что в слаболегированном кремнии п-типа степень 
компенсации может изменяться в широких пределах (табл. 4.9).  

 

Т а б л и ц а  4.9 

Параметры образцов из слаболегированного кремния 

300 К, 
Ом  см 

Н, 
см2/В  с 

Ni, см–3 n, см–3 K  /0 

1180 20700 3.631013 3.321012 0.833 4.56 

102 19600 6.771013 4.091013 0.247 4.44 

66 16900 2.161014 5.801013 0.577 3.80 

23 16250 2.761014 1.701014 0.238 3.69 
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Влияние деформации на примесные состояния может при оп-
ределенных ориентациях оси деформации индуцировать переход 
металл – диэлектрик в вырожденных кристаллах. 

Так, в кремни согласно (4.6.5) в области больших одноосных 
давлений при Х || [111] будет заметно увеличиваться поперечная 
компонента эффективной массы электрона, что приведет к умень-
шению боровского радиуса и локализации электрона на примесном 
центре. В результате при определенных условиях может быть дос-
тигнут переход от металлической проводимости к активационной. 

Такое появление и увеличение энергии активации в п-Si и п-Ge 
с ростом одноосного давления было обнаружено экспериментально 
[37] и показано на рис. 4.21. Видно, что различия в закономерно-
стях перестройки зоны проводимости германия и кремния сущест-
венно сказываются на характере приведенных зависимостей. Од-
нако в любом случае с увеличением концентрации примеси 
область сильной локализации электрона смещается в область более 
высоких деформаций. 
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Рис. 4.21. Зависимость энергии активации 
от одноосного давления для п-Ge (1, 2) и 
                          п-Si (3, 4): 

1 – NSb = 1.81017 см–3, 2 – NSb = 3.261017 см–3; 3 – NP = 
= 4.781018 см–3, 4 – NP = 6.31018 см–3 [37] 

 
В ряде случаев изменения в энергии связи примесных состоя-

ний проявляются и в области комнатных температур. На рис. 4.22 

приведены зависимости 0 ( )X f X  при Х || [100] для образцов 

п-Si с п = 3.510
13

 см
–3

, измеренные в диапазоне температур 
300…470 K. Коэффициент компенсации у данных образцов был 
порядка 0.8. Для этих кривых характерны резкое уменьшение зна-
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чения 0X  в максимуме при увеличении температуры, а также 

появление падающего участка, причем при достаточно больших 

нагрузках отношение 0X  становится меньше единицы. Экспе-

римент также показал, что в данных образцах в отсутствие дефор-
мации при увеличении температуры от 300 до 470 K проводимость 
возрастает примерно в три раза. 
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Рис. 4.22. Экспериментальные зависимости измене-
ния удельного сопротивления n-Si с п = 3.510

13
 см

–3
 

от нагрузки: 

1 – 300 K, 2 – 378 K, 3 – 400 K, 4 – 425 K, 5 – 458 K 

 

Единственной причиной возрастания проводимости при таких 
температурах и концентрациях может быть изменение полной кон-
центрации электронов. Расчеты с учетом возможного изменения 
концентрации собственных носителей заряда, анизотропного рас-
сеяния на акустических фононах и ионах примеси, а также междо-
линного рассеяния показали, что изменение концентрации собст-
венных носителей под воздействием деформации придает 

зависимости 0 ( )X f X  вид, качественно подобный наблю-

даемому в эксперименте. Однако спад расчетных зависимостей 
значительно слабее, чем в эксперименте, т.е. вклад собственных 
носителей не столь существен. Кроме того, расчетное изменение 
электропроводности при изменении температуры от 300 до 470 K 
составило всего 1.4 раза.  

Одним из возможных источников дополнительных электронов 
могут служить глубокие примесные уровни, заполненные при 
300 K. При расчете полагали, что глубокий уровень отстоит от дна 
зоны проводимости на 0.54 эВ. Результаты расчета показывают 
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(рис. 4.23), что учет глубоких примесных состояний позволяет су-
щественно улучшить описание как деформационной, так и темпе-
ратурной зависимостей электропроводности. Однако, так как в 
данном случае более точной информации о параметрах глубоких 
центрах не было, более точное сопоставление не проводилось.  
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Рис. 4.23. Зависимости удельного сопротивления  
от нагрузки, рассчитанные для Nd = 1.5 10

14 
см

–3
, 

                            Т = 400 K и K = 0.8: 

1 – расчет без учета собственной проводимости, 2 – с учетом соб-
ственной проводимости, 3 – с учетом глубоких акцепторов, 4 – то 
                               же, что и 3, но при Т = 470 K 

 

Подводя итог вышесказанному, можно сделать вывод о том, 
что перестройка примесных состояний в напряженных структурах 
на основе Si может существенно отразиться на поведении кинети-
ческих эффектов как при низких, так и при повышенных темпера-
турах.  

4.6.3. ЭФФЕКТА ХОЛЛА  
В ДЕФОРМИРОВАННЫХ ПОЛУПРОВОДНИКАХ 

Одним из самых распространенных методов определения кон-
центрации носителей заряда в объемных полупроводниковых 
структурах является использование эффекта Холла в различных 
модификациях. Неопределенности в оценке концентрации при 
этом обычно связаны с заранее не известным значением холл-
фактора. В напряженных структурах возникают дополнительные 
проблемы, связанные с зависимостью постоянной Холла от дефор-
мации.   На рис.  4.24  приведены  зависимости  постоянной  Холла  от  
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Рис. 4.24. Расчетные и экспериментальные зависимости 

постоянной Холла от нагрузки по [100] и J||X в n-Si (Р): 

1 – п = 31013 см-3, 2 – 7 1016 см-3, 3 – 5.2 10117 см–3; сплошные линии – 

расчет для соответствующих концентраций: 1  – 3  –без учета, 1  – 3  – 

с учетом дополнительной ионизации примеси [28] 

 
одноосной нагрузки для монокристаллов Si п-типа, полученные 
экспериментально при 78 K. Обратим внимание на наличие мини-
мума у кривой 1. Причиной его возникновения является многодо-
линный характер энергетического спектра электронов. При этом, 
пока под действием деформации долины разведены слабо, ток, по-
рождаемый силой Лоренца, создается преимущественно электро-
нами, находящимися в одних энергетических минимумах, а 
встречный ток холловского поля – в основном электронами из дру-
гих минимумов. Возникает своеобразный аналог причины появле-
ния холл-фактора, не равного единице. При дальнейшем увеличе-
нии деформации зазор между минимумами увеличивается 
настолько, что концентрация электронов в верхних минимумах 
становится несущественной и постоянная Холла стремится к сво-
ему значению, соответствующему двухдолинной зонной структу-
ре. На этом же рисунке представлены результаты расчета, выпол-
ненного в рамках теории анизотропного рассеяния с учетом 
рассеяния электронов на ионах примеси и акустических фононах. 
В общем случае выражения для расчета постоянной Холла в де-
формированных кристаллах Si имеют достаточно громоздкий вид, 
так как должны учитывать взаимную ориентацию энергетических 
минимумов, прикладываемой нагрузки, тока, магнитного поля и 
направления измерения холловского напряжения. В простейшем 
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случае невырожденного n-Si, X||J||[100] и J  B  EH, уравнение для 
постоянной Холла принимает вид [28] 

2
|| ||

2
|| ||

H
|| ||

0
|| ||

1 2exp exp

( )

2exp( ) exp( )

X X
m m m m m

R X

qn X X
m m m m m

, 

(4.6.11) 

где п – полная концентрация электронов в зоне проводимости, 

11 12 /u s s kT ; угловые скобки означают усреднение по мак-

свелловскому распределению. На рис. 4.24 приведены зависимости 
(с одним штрихом), рассчитанные с использованием (4.6.11) при 
условии, что полная концентрация электронов неизменна. Видно, 
что качественное согласие наблюдается только для кривой 1, соот-
ветствующей образцу с концентрацией электронов п = 3 10

13
 см

–3
. 

Как показали расчеты (см. рис. 4.20), при 78 K в данных образцах 
примесные уровни уже практически полностью ионизованы. Для 
образцов же с п > 10

15
 см

–3
 при Т = 78 K необходимо учитывать из-

менение концентрации электронов при деформации кристалла. На 
рис. 4.24 также приведены результаты расчета (с двумя штрихами) 
постоянной Холла с учетом дополнительной ионизации примеси. 
Видно, что для образцов 2 и 3 учет дополнительной ионизации по-
зволяет получить качественное соответствие расчетных и экспери-
ментальных зависимостей. Заметим, что расчетные зависимости 
RHx/RH0 остаются меньше единицы при больших нагрузках только 
при учете дополнительной ионизации примеси. Количественное же 
несовпадение может объясняться отсутствием точных значений 
величин орбит-долинного расщепления примесных состояний. 

Анализ показывает, что изменение значения 1  на 1 мэВ обеспе-

чивает совпадение расчетных зависимостей с результатами экспе-
римента. С продолжающейся ионизацией примесных состояний 
связано и отсутствие насыщения у кривых 2 и 3 при нагрузках 
больше 500 МПа, в то время как у кривой 1 такое насыщение явно 
заметно. 

Известно, что произведение постоянной Холла на удельную 
проводимость не зависит от концентрации электронов (если не из-
меняются времена релаксации). Таким образом, даже если концен-
трация электронов при деформации не остается постоянной, можно 
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ожидать, что зависимость величины (RHx/RH0)/(x/0) от нагрузки 
будет насыщаться при больших деформациях, если перетекание 
между минимумами закончилось. На рис. 4.25 приведены зависи-
мости Нx / Н0 = (RHx/RH0)/(x/0) (т.е. относительного изменения 
холловской подвижности) от нагрузки, соответствующие экспери-
ментальным кривым, представленным на рис. 4.15. и 4.24. Выход 
кривых 2 и 3 (cм. рис. 4.25) на насыщение (при отсутствии насы-
щения у соответствующих кривых 2 и 3 (см. рис. 4.24) и 4 и 5 (см. 
рис. 4.15) подтверждает предположение, что в данных образцах 
при деформации изменяется полная концентрация электронов, что 
необходимо учитывать при моделировании работы приборов. 
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Рис. 4.25. Зависимости относительного изменения холлов-

ской подвижности от нагрузки по [100] и J||X в n-Si (Р): 

номера у кривых соответствуют обозначениям на рис. 4.24 

4.6.4. МЕЖДОЛИННОЕ РАССЕЯНИЕ В ДЕФОРМИРОВАННОМ n-SI 

Как было отмечено ранее, экспериментальные исследования по-
ведения электропроводности в деформированных структурах на  
основе кремния п-типа при температурах Т > 100 K выявили ряд 
особенностей, не объяснимых в рамках модели перетекания. В част-

ности, насыщение зависимости 0 ( )X f X  достигается при зна-

чительно меньших нагрузках, чем это можно ожидать, если учесть 
только эффект перетекания электронов (см. рис. 4.16, 4.17). Как 
следует из [24, 30, 31], эти особенности обусловлены изменением 
междолинного рассеяния под воздействием одноосной деформации. 
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При приложении одноосной нагрузки вырождение минимумов 
частично снимается и они оказываются разделенными энергетиче-
ским зазором (рис. 4.26). В результате для междолинных переходов 
электронов из нижележащих минимумов в вышележащие плот-
ность конечных состояний уменьшается, а для переходов из верх-
них минимумов в нижние – возрастает. Таким образом, вклад меж-
долинного рассеяния (f-переходы, между минимумами, 
расположенными на взаимно-перпендикулярных осях) в процессы 
рассеяния электронов для верхних долин увеличивается, а для 
нижних – уменьшается, следовательно, подвижность электронов в 
минимумах становится зависящей от деформации.  
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Рис. 4.26. Схема переходов при междолинном рассеянии: 

а – без деформации, б – при деформации 

 
В свою очередь, уменьшение подвижности электронов в верх-

них минимумах и увеличение ее в нижних могут привести к более 
«раннему» насыщению зависимости проводимости от деформации 
и даже к появлению спада, если подвижность в верхних миниму-
мах станет меньше, чем в нижних. 

На рис. 4.27 и 4.28 приведены зависимости подвижностей  и 

||  в поднимающихся и опускающихся минимумах от одноосной 

нагрузки вдоль [100] с учетом рассеяния на акустических колеба-
ниях решетки, ионизованных примесях и междолинного рассеяния 

для образцов с концентрацией доноров 12 1710  и 10dN см
–3

 при 78 

и 300 K. При расчете механизмы рассеяния полагали независимы-
ми и общее обратное время релаксации находилось как сумма об-
ратных времен релаксации, соответствующих отдельным механиз-
мам рассеяния.  Учитывалось  междолинное  рассеяние на фононах  
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Рис. 4.27. Зависимость дрейфовой подвижности 

от нагрузки Х || [100] при 78 K: 

для Nd = 1012 см–3  1 –  в верхних минимумах,  3 – ||  в 

нижних минимумах;  для Nd = 1017 см–3 2 –  в верхних 

                 минимумах, 4 – ||  в нижних минимумах 
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Рис. 4.28. Зависимости подвижности от нагрузки  
при 300 K; обозначения соответствуют рис. 4.27 

 
с энергиями, соответствующими 190 и 630 K и K630 = 2, K190 = 0.15 

[38]. Для акустического рассеяния принимали 8.6u  эВ и 

0.62d  эВ.  
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Из рисунков видно, что междолинное рассеяние действительно 
оказывает существенное влияние на подвижность электронов в 
верхних минимумах как при 78, так и при 300 K, причем при доста-
точно больших нагрузках поперечная компонента подвижности 

 в верхних минимумах определяется в основном именно про-

цессами междолинного рассеяния, несмотря на то что до деформа-
ции их вклад был мал. Что же касается продольной компоненты 

подвижности ||  в нижних минимумах, то при 78 K она практически 

не зависит от деформации (так как и в отсутствие деформации вклад 
междолинного рассеяния мал), а при 300 K  растет при увеличении 
нагрузки, приближаясь к величине, определяемой внутридолинными 
механизмами рассеяния, так как при деформации для нижних 
минимумов f-переходы выключаются.  

С учетом трех механизмов рассеяния в [30, 31] были также рас-
считаны зависимости удельного сопротивления от нагрузки. Уста-
новлено, что учет междолинного рассеяния позволяет объяснить 
характерные особенности кривых и достаточно хорошо описать 
поведение электропроводности n-Si при Т выше 100 K. 

В работе [39] проведен анализ вклада междолинного рассеяния 
в пьезосопротивление n-кремния. Оказалось, что при учете междо-

линного рассеяния коэффициент пьезосопротивления 11 может 
быть представлен в виде 

 11 = Х + м, 

где Х – коэффициент пьезосопротивления, определяемый обыч-

ным механизмом Херринга – Фогта; м – добавка из-за междолин-

ного рассеяния. Причем Х и м имеют разные знаки.  
При расчетах учитывались два типа фононов – с характеристи-

ческими температурами 190 и 630 K. Результаты расчета приведе-

ны на рис. 4.29. Видно, что примерно на 75 % значение м опре-
деляют процессы рассеяния с испусканием фонона. В области 

температур 78…200 K зависимость м от температуры с погрешно-
стью в несколько процентов может быть представлена выражением  

 
3

12
м

10
49.06 1.906 10

T
.  (4.6.12) 

Общий вклад м в константу 11 при комнатной температуре со-
ставляет порядка 30 %. 
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Таким образом, можно сде-
лать вывод, что в диапазоне 
рабочих температур микро-
электронных компонентов меж-
долинное рассеяние сущест-
венно влияет на изменение 
проводимости при воздействии 
анизотропной деформации в 
области как малых, так и 
больших деформаций, вызывая 
увеличение подвижности элек-
тронов в опускающихся мини-
мумах и уменьшение – в под-
нимающихся. 

В настоящее время ведутся 
интенсивные исследования, на-
правленные на увеличение бы-
стродействия микроэлектрон-
ных компонентов за счет 
использования упруго напря-
женных структур. Достигае-
мые деформации даже при 
комнатных температурах по-
зволяют сосредоточить большую часть электронов в двух нижних 
минимумах энергии. При этом для движения электронов поперек 

эллипсоидов будем иметь подвижность , в то время как без 

деформации в любом направлении || 2 /3 . Как показы-

вают расчеты (см. рис. 4.28), если использовать одноосную дефор-
мацию Х||[100] порядка 15 МПа в п-кремнии при комнатной темпе-
ратуре, то можно увеличить подвижность примерно в три раза.  

4.7. ГАЛЬВАНО- И ТЕРМОЭЛЕКТРИЧЕСКИЕ ЭФФЕКТЫ  
В ДЕФОРМИРОВАННОМ SI р-ТИПА 

4.7.1. ВЛИЯНИЕ ТЕМПЕРАТУРЫ И ЛЕГИРОВАНИЯ  
НА ДЕФОРМАЦИОННЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ p-SI 

 
Анализ влияния деформации на кинетические эффекты в ды-

рочном кремнии оказывается еще более сложным, чем кристаллах 
п-типа. Это в первую очередь связано с наличием вырождения зон 
легких и тяжелых дырок и близким расположением зоны, отщеп-
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Рис. 4.29.  Температурные зависимо-
сти вклада междолинного рассеяния 
в продольное пьезосопротивление: 

3 – вклад от испускания низкотемпературного 
фонона,  5 – вклад от испускания высокотем-
пературного фонона, 2 – общий вклад от про-
цессов испускания, 4 – общий вклад от про-
    цессов поглощения, 1 – суммарный вклад 
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ленной спин-орбитальным взаимодействием. В результате при де-
формации происходят изменения формы изоэнергетических по-
верхностей (см., например, [40]) и, как следствие, перераспределе-
ние дырок по состояниям, групповых скоростей и времен 
релаксации.  

Изучение влияния деформации на электропроводность дырочных 
полупроводников со структурой алмаза началось с эксперименталь-
ной работы Smith [1] и теоретических работ Аdams [41], Бира и Пику-
са [9, 42, 43]. Было установлено, что изменения электропроводности 
при деформации в кремнии п- и р-типа качественно подобны, но от-
личаются по знаку. На рис. 4.30 приведены экспериментальные зави-

симости изменения относительного сопротивления 0X  р-Si от 

давления при 77 К. Видно, что при увеличении одноосной нагрузки 
сопротивление р-Si сначала уменьшается, а затем перестает изменять-
ся (при нагрузках порядка 7500 кг/см

2
). 
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Рис. 4.30. Зависимости изменения относительного сопро-

тивления р-Si при 77 K от давления для j || X || [111]: 

1 – 
152.5 10p см–3, 2 – 

164 10p  см–3, 3 – 
1710p  см–3,  4 – 

                        
178 10p  cм–3, 5 – 

183 10p  см–3 

 

В свою очередь исследования при комнатных температурах по-
казали, что ни в р-Ge, ни в p-Si насыщение зависимостей удельного 
сопротивления от величины одноосной нагрузки не наблюдается 
[44]. На рис. 4.31 приведены типичные зависимости изменения от-

носительного сопротивления 0X  р-Si от давления при 300 K 

для трех образцов с различной концентрацией дырок. 
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Рис. 4.31.  Изменения  относительного сопротив-
ления р-Si при 300 K от давления для j||X||[111]: 

1 – 
152.5 10p см–3, 2 – 

164 10p  см–3, 3 – 
183 10p  см–3 

 
При анализе влияния деформации на электропроводность ды-

рочных полупроводников чаще используются коэффициенты пье-
зосопротивления. 

На рис. 4.32 приведены экспериментальные зависимости про-
дольного  коэффициента  пьезосопротивления 44 для р-кремния от  
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Рис. 4.32. Зависимость 44 для p-Si от температуры [45]: 

1 – р = 4.7 1013 см–3, 2 – р = 1.2 1015 см–3, 3 – р = 2.4 1015 см–3,  
4 – р = 2 1016 см–3, 5 – р = 1.5 1017 см–3, 6 – р = 1.8 1018 см–3,  
                                       7 – р = 4.5 1018 см–3 
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Рис. 4.33. Зависимость коэффициента 44 для p-Si 

от концентрации дырок при Т = 300 K 
 

температуры. Концентрационные зависимости коэффициента 44 
приведены на рис. 4.33. 

Зависимости коэффициентов 2 и 3 (второго и третьего порядков) 
для Si от концентрации дырок при j ||X|| [111] и Т = 77 K приведены на 
рис. 4.34. Аналогичные зависимости коэффициентов 2 и 3 для 300 K 
от концентрации дырок при j ||X|| [111] приведены на рис. 4.35. 
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Рис. 4.34. Зависимости коэффициентов 2 и  3 для p-Si от концентра-
ции дырок при j||X||[111] 
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Рис. 4.35. Зависимости коэффициентов 2 и  3 для p-Si от концентра-
ции дырок при j ||X||[111] и 300 K 
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4.7.2. РАСЧЕТ ЭЛЕКТРОПРОВОДНОСТИ СТРУКТУР  
НА ОСНОВЕ SI В РАМКАХ ТРЕХЗОННОЙ МОДЕЛИ  
СПЕКТРА ДЫРОК  

Основные проблемы, возникающие при моделировании влия-
ния деформации на кинетические эффекты в кремнии р-типа, свя-
заны со сложным характером энергетического спектра дырок. В 
результате расчеты, учитывающие сложный характер спектра ды-
рок и влияние на него упругой деформации, оказываются доста-
точно трудоемкими. Поэтому обычно делают ряд допущений, по-
зволяющих существенно упростить процесс моделирования. 
Наиболее часто работают в рамках так называемой «двухзонной 
модели» (4.3.1), когда роль подзоны, отщепленной спин-
орбитальным взаимодействием, полностью игнорируется, несмот-
ря на то что в кремнии 0.044 эВ. 

Как показано в работах [45, 46], оценки коэффициентов пьезо-
сопротивления в рамках двухзонной модели, учитывающей лишь 
взаимодействие зон легких и тяжелых дырок, не позволяют до-
биться хорошего количественного согласия между расчетными и 
экспериментальными данными как для p-Si, так и для p-Ge. Чтобы 
оценить поправки, возникающие в рамках трехзонного приближе-
ния, воспользуемся выражениями для энергетического спектра 
легких и тяжелых дырок в деформированном кристалле, учиты-
вающими взаимодействие зон легких и тяжелых дырок Г8 и спин-
орбитально отщепленной зоны Г7. Согласно [47] соответствующие 
выражения имеют вид 

 

1
2

2 24 1 1 Δ
( , ) Δ cos Θ

9 3 3 3
hhE Akk , 

 

1
2

2 24 1 1 4 Δ
( , ) Δ cos Θ

9 3 3 3 3
lhE Akk ,    (4.7.1) 
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2 2
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4 1 1 2 Δ
( , ) Δ cos Θ

9 3 3 3 3
SE Akk , 

где 

 
2 222
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 2 2 24

3
xy yz zx , 
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 23( )ii i iiBk b ,    ij3( )ij i jDk k d  i j ; 

 

3

2 3 2

4
9

4
3

Δ
Θ arccos 12

( Δ )
; 

 
33 3 32 2

4
3 9

xx yy zz xx yy zz xx yy zz  

 24 2
2

33
xy yz zx yz xx yy zz  

 
2 22 2zx yy xx zz xy zz yy xx . 

Отметим, что в (4.7.1) энергия отсчитывается от вершины ва-
лентной зоны (точка вырождения зон легких lh и тяжелых hh ды-
рок) в недеформированном кристалле. 

Из (4.7.1) вытекает, что валентная зона в полупроводниках со 
структурой алмаза оказывается существенно несферичной и непа-
раболичной. Следует также отметить, что отклонения от стандарт-
ного закона дисперсии по-разному изменяют спектр легких и тяже-
лых дырок, что приводит к появлению зависимости отношения плот-
ностей состояний  gh/gl  для зон  hh  и  lh  от энергии. На рис. 4.36, 4.37 
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Рис. 4.36. Зависимости отношений плотностей состояний gh/gho 

и gl/glo зон тяжелых и легких дырок от энергии для твердых 
растворов Si1-xGex, gio – плотность состояний в соответствую-
                       щей зоне в сферическом приближении 
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приведены зависимости отношений gh/gho, gl/glo и gh/gl от энергии  
для  твердых  растворов  Si1-xGex  при  различном  содержании Ge.  
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Рис. 4.37.  Зависимости отношения плотностей состояний зон 
тяжелых и легких дырок gh/gl от энергии для твердых растворов 
                                                  Si1–xGex 
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Рис. 4.38. Зависимость положения экстремумов дыроч-
ных подзон от давления Р||[100] для p-Si:  

1, 4 – зона тяжелых дырок; 2, 5 – зона легких дырок; 3, 6 – зона, от-
щепившаяся вследствие спин-орбитального взаимодействия; 1–3 – 

двухзонная модель,  4–6 – трехзонная модель 
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Из анализа (4.7.1) и кривых, приведенных на рис. 4.37, следует, 
что практически при любом содержании Ge (за исключением чис-
того Si) при энергиях, больших 0.06 эВ, наблюдается возрастание 
вклада легких дырок. Такое поведение связано с непараболичнос-
тью зоны lh, вызванной взаимодействием с зоной ESo. Немонотон-
ное поведение отношения gh/gl (а следовательно, и вклада тяжелых 
и легких дырок в кинетические эффекты) при изменении энергии 
для растворов с малым содержанием Ge обусловлено изменением 
гофрировки изоэнергетических поверхностей зоны hh. 

На рис. 4.38 представлены зависимости положения экстрему-
мов дырочных зон для р-Si от давления вдоль [100] направления, 
рассчитанные в рамках двух- и трехзонного приближения. Видно, 

что при давлениях больше 82 10 Па результаты расчета по двух-
зонной модели сильно отличаются от результатов расчета по трех-
зонной (кривые 4–6).  

Выражения (4.7.1) оказываются неудобными для дальнейшего 
использования. Чтобы оценить поправки, возникающие в рамках 
трехзонного приближения, воспользуемся выражениями для энер-
гетического спектра легких и тяжелых дырок в деформированном 
кристалле, учитывающими в первом приближении взаимодействие 
зон легких и тяжелых дырок Г8 и спин-орбитально отщепленной 
зоны Г7. Используя процедуру, описанную в [9], выражение для 
энергетического спектра легких и тяжелых дырок можно предста-
вить в виде [46] 

 2
,

1
, ,Δ

Δ
l h k kE Ak a E E Ek   

 6 4 2 2 3

1
21

Δ
k k k k k

E E E E E E E ,   (4.7.2) 

где 
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 3
3 33 3 3 6 3xx yy zz xy xz yzE b d  

 2 2 2 23 3 3 3xx yz yy xz zz xybd , 

 2 2 2 2 3ijk i j kkk k k k ,       2 2 3ijk i j kkk k , 

 2 23ijk i j k ijk k k k ,    2 23ijk i jj kkk k , 

 ijk i j ik jkk k ,   2 2 23ijk i jkk k ,  ijk i j ij kkk k , 

 2 2 2 2 2 2
x y x z z yk k k k k k , 

kE , kE  и E  соответствуют k , k  и  из (4.3.1). 

Выражение (4.7.2) определяет спектр дырок в приближении 
слабого спин-орбитального взаимодействия, когда Δ  велико по 
сравнению с кинетической энергией носителей заряда. 

Из (4.7.2), в частности, следует, что по сравнению с двухзонной 
моделью учет взаимодействия зоны Г8 и зоны Г7 увеличивает из-
менение кривизны спектра легких дырок под действием деформа-
ции и уменьшает для тяжелых. Кроме того, взаимодействие приво-
дит к смещению зоны Г8 как целого не только при изотропной, но 
и при анизотропной деформации, и появляется нелинейная зависи-
мость расщепления вырожденной зоны Г8. 

Рассматривая случай «высоких температур», когда kE E  

(см. (4.3.2)), т.е. расщепления, вызванные деформацией, много 
меньше средней кинетической энергии дырок, из (4.7.2) получим 

 6

1 2 1 22
1,2

1
, ,Δ 0.5

Δ
k k k kk

E Ak a E E E E E Ek  

 
4 6

1 2 3 2
0.5 0.25

Δ

k kk kk k
E E E E E E

. (4.7.3) 

Оценим вклад в пьезосопротивление членов, пропорциональ-

ных 1 Δ . Для этого заменим «гофрированные» изоэнергетические 

поверхности «средними» сферами. При этом получим, что 

 6

3 2 3
6 8 6 3

2
35k

B D B D
E k ,  



Глава 4. ТЕНЗОРЕЗИСТИВНЫЙ ЭФФЕКТ В МОНОКРИСТАЛЛИЧЕСКОМ… 298 

 
2 2 4 2 40.5 .kE B C k B k  (4.7.4) 

Из (4.7.4) следует, что добавка к энергии 1,2 ( ,Δ)E k , связанная с 

деформацией, и при учете взаимодействия с зоной Г7 удовлетворя-
ет условию 

 1,2

1
Δ , ,Δ

4
E k d a , 

а значит, отношение концентраций легких и тяжелых дырок 
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в рассматриваемом приближении не меняется при деформации. 
Поэтому изменение электропроводности и в этом случае будет 
происходить лишь вследствие изменения функции распределения, 
групповой скорости и времени релаксации.  

Таким образом, при учете непараболичности дырочного спек-
тра, вызванной взаимодействием зон Г8 и Г7, изменение компонент 
тензора электропроводности можно представить в виде (4.4.28). 
Подставляя (4.7.3) в (4.4.28) с учетом (4.7.4) и оставляя добавочные 

члены, пропорциональные 1 Δ , можно показать, что компоненты 

тензора эластопроводимости  m11 и m44 будут равны 

 11 11 11 44 44 44,         o T o Tm m m m m m ,        (4.7.5) 

где 11Tm  и 44Tm  – компоненты тензора эластопроводимости, по-

лученные в приближении сферической и параболической валент-

ных зон [8], а iiom  – добавки, связанные с непараболичностью 

спектра. Причем 
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Выражения (4.7.8) – (4.7.10) отличаются от полученных в [45] 
рядом добавочных слагаемых, появляющихся при учете взаимо-
действия с зоной Г7 не только для изменения энергии при де-
формации, но и для недеформированного спектра. На рис. 4.39 
приведены зависимости коэффициентов Ki, рассчитанных с ис-
пользованием (4.7.8) – (4.7.10), от содержания Ge для твердых рас-
творов Si1–xGex. Для сравнения на этом же рисунке приведены  
зависимости коэффициентов K3Б и K4Б, рассчитанные с использова-
нием результатов [45]. Видно, что дополнительные слагаемые дают 
малый вклад в константу K3Б, учитывающую непараболичность 
зоны тяжелых дырок, и существенно изменяют константу K4Б, учи-
тывающую непараболичность зоны легких дырок. Такое поведение 
связано с большей непараболичностью зоны легких дырок. В ре-
зультате слагаемые, отброшенные в [45], для легкой зоны оказа-
лись большими. 

Из анализа (4.7.6) – (4.7.10) следует, что 11om  и 44om слабо зави-

сят от температуры, а также по-разному изменяют вклад легких и 
тяжелых дырок в полный тензор эластопроводимости. Отметим так-
же,  что  из-за  увеличения  вклада рассеяния на заряженных примесях 
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Рис. 4.39. Зависимость коэффициентов Ki от содержания Ge  
в растворах Si1–xGex  
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при уменьшении температуры 44om  будет уменьшаться, а 11om  

увеличиваться (по абсолютной величине). 
Расчет коэффициентов пьезосопротивления показывает, что 

учет непараболичности зонного спектра улучшает согласие теории 
и эксперимента, однако значения констант деформационного по-
тенциала при этом существенно отличаются от тех, которые необ-
ходимы для объяснения температурных зависимостей подвижно-
сти в этих же образцах, что может быть обусловлено сферическим 
приближением зонного спектра, использованного при расчете ко-

эффициентов 11Tm  и 44Tm .    

Оценим влияние несферичности зонного спектра на коэффици-
енты пьезосопротивления в полупроводниках со структурой алма-
за. Согласно [9, 45] компоненты коэффициентов пьезосопротивле-
ния для полупроводников со структурой алмаза при отсутствии 
вырождения определяются выражением 

 2 2 1 1
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B k T
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0E k T – безразмерная энергия; ,i hklK  – коэффициенты, зави-

сящие от анизотропии закона дисперсии и направления <hkl>; 

1 2 ,  i – проводимость, обусловленная дырками i -го сорта; 

100 11 122 / ( )Bb c c , 111 44/ 2Dd c ; ikc – модули упругости. 

При учете гофрировки изоэнергетических поверхностей для 

легких и тяжелых дырок коэффициенты эластопроводимости 11Tm  

и 44Tm  и связанные с ними коэффициенты пьезосопротивления 

T
hkl  уже не могут быть рассчитаны аналитически, так как коэф-

фициенты ,i hklK  имеют достаточно сложный вид. 

Будем полагать, как и в [8], что изменение времен релаксации  
 при деформации можно представить в виде 

 i
i iE

E
. 
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Коэффициенты ,i hklK , рассчитанные в рассматриваемом при-

ближении для твердых растворов Si1–xGex, в зависимости от содер-
жания Ge приведены на рис. 4.40. Заметим, что в сферическом 

приближении коэффициенты ,i hklK  равны 1. Из анализа зависи-

мостей, представленных на рисунке, следует, что учет несферично-
сти изоэнергетических поверхностей уменьшает вклад тяжелых 

дырок в 11
T  и увеличивает в 44

T . В свою очередь, по сравнению с 

изотропным приближением несферичность увеличивает вклад лег-

ких дырок в 11
T  и уменьшает в 44

T . Следует также отметить, что 

наиболее существенное изменение при этом претерпевает вклад 

тяжелых дырок в коэффициент 11
T .  
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Рис. 4.40. Зависимость коэффициентов Kij от содер- 

жания Ge в растворах Si1–xGex: , 100ixx iK K , а  

111ixy iK K  

 

С использованием полученных значений ,i hklK  были рассчи-

таны температурные зависимости (Т = 77…300 K) коэффициентов 

111  (рис. 4.41) и холловской подвижности для  p-Ge с учетом 

рассеяния на ионах примеси, акустических и оптических колеба-
ний решетки. Результаты показывают, что при учете несферично-
сти и непараболичности энергетического спектра дырок удается 
получить хорошее согласие между расчетом и экспериментом. При 

этом для 110  несовпадение с экспериментом не превышает 10 % 

[46, 48, 49]. 
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Рис. 4.41. Зависимость коэффициента 111  для образ-

цов с различной концентрацией дырок от обратной 
                        температуры для p-Ge:   

1 – 12 38 10 смp ; 2 – 14 32.4 10 смp ; 3 – 15 36 10 смp ;  

сплошные линии – расчет   

 

Следует, однако, заметить, что проведенный выше анализ ос-
новывался на приближении «высоких температур» и в спектре 
(4.7.3) учитывались лишь первые члены разложения. Полученные 
результаты можно использовать лишь в ограниченной области де-
формаций и только для твердых растворов Si1–xGex с большим со-
держанием германия. В более общих случаях при расчете кинети-
ческих коэффициентов необходимо использовать выражения 
(4.7.1), учитывающие особенности спектра дырок (рис. 4.42). При 

этом расчеты удается провести только 
численно.  

На рис. 4.43 приведены результаты 
расчета коэффициентов пьезосопротивле-

ния 44  и 110  для р-кремния, выпол-

ненные с (4.7.1) в трехзонном приближе-
нии c учетом рассеяния на акустических и 
оптических фононах, а также ионизиро-
ванных примесях [21, 50, 51]. Для сравне-
ния на этом же рисунке приведены экспе-
риментальные данные. Видно, что при 
комнатных температурах согласие расчета 
и эксперимента достаточно хорошее. На 
рис.  4.44   приведены   концентрационные  

 

 

 
 

Рис. 4.42. Изоэнергети-
ческие поверхности зоны 
тяжелых дырок в Si для 
           Е = 40 мэВ 
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Рис. 4.43. Зависимости коэффициентов 44  и <110>  для p-Si  
от концентрации дырок: 

Эксперимент:  ■, ● – для 44  при  Т = 77 и 300 K соответственно [45];   

                  □, ∆ – для <110> при тех же температурах [52], ○ – при 77 K [2].   

    Расчет:           ,          для  44   при  Т = 77 и 300 K,  

                           ,          для  <110   > при тех же температурах 
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Рис. 4.44. Зависимости коэффициентов пьезосопротивления 
            второго порядка от концентрации дырок для p-Si: 

Т = 300 K, Х || [110]; 1 – 2 для || [110]j , 2 – 2 для || [001]j , 3 – 2 для 

|| [110]j  
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зависимости коэффициентов пьезосопротивления второго порядка 
для p-Si, рассчитанные с использованием трехзонной модели. В 
рамках данной модели были рассчитаны зависимости коэффициен-
тов пьезосопротивления от концентрации акцепторов для твердых 
растворов Si1–x Gex при 300 K [21, 53]. Соответствующие концен-

трационные зависимости для коэффициентов 44  и 12  приведены 

на рис. 4.45, 4.46. Обращает на себя внимание немонотонная зави-

симость от состава коэффициента 44 . При увеличении содержания 

германия величина  44  сначала уменьшается, а затем при   0.7x   
 

x=0
x=0.2
x=0.4
x=0.6
x=0.8
x=1

150

130

110

90

70

50

30

   ·10     , Па44

–11 –1

Р, см
–310 10 10 1013 15 17 19

 
Рис. 4.45. Зависимости коэффициента 44  для твердых рас-

творов Si1–x Gex от концентрации дырок 
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Рис. 4.46. Зависимости коэффициента 12  для твердых растворов 

Si1–x Gex от концентрации дырок 
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44  начинает увеличиваться. Немонотонная зависимость от со-

держания германия имеет место и для коэффициента 12 , однако 

лишь при больших концентрациях дырок. 
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Рис. 4.47. Экспериментальные зависимо-

сти коэффициента 44  от удельного сопро-

тивления для твердых растворов Si1–x Gex 

 

На рис. 4.47 приведены зависимости коэффициента 44  для 

твердых растворов Si1-x Gex, полученные из эксперимента при 
300 K. Видно, что в эксперименте наблюдается тенденция к 

уменьшению значения коэффициентов 44  при увеличении содер-

жания германия. Однако в целом экспериментальные зависимости 
лежат ниже расчетных, что в первую очередь может быть связано с 
недостаточным совершенством исследованных кристаллов, а также 
неучетом в расчетах «сплавного» рассеяния [54], вызванного рас-
сеянием носителей заряда полем упругих деформаций, возникаю-
щих в кристалле из-за различия атомных объемов и атомных псев-
допотенциалов компонентов сплава. 

4.7.3. ВЛИЯНИЕ УПРУГОЙ ДЕФОРМАЦИИ НА ТЕРМОЭДС 

В приближении времени релаксации выражение для термоЭДС 
может быть представлено в следующем виде: 
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,            (4.7.13) 
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здесь *– приведенный уровень Ферми, i  и j  – соответствую-

щие компоненты групповой скорости. 
С учетом нескольких типов носителей заряда выражение для 

термоЭДС преобразуется к виду 

 *0

0

1 П
n n

n

n
n

k

e k T М
,       (4.7.14) 

где n  и n  – соответственно вклад в термоЭДС и электропровод-

ность носителей n-подзоны;  

 30П Пn i j
n n

f
E d k

E
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n i j

n n

f
M M d k

E
, 

суммирование ведется по зонам легких и тяжелых дырок ( 1,  2)n . 

При деформации могут изменяться функция распределения 0f , 

времена релаксации , уровень Ферми, а также компоненты груп-

повой скорости i  и 
1

j
j

E

k
. Таким образом, изменение тер-

моЭДС с деформацией можно представить как 

0 0

0 0

1 П 1 П П
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k k М

e k T М e k T М М М
,  (4.7.15) 

а относительное изменение термоЭДС – в виде 
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.             (4.7.16) 

При этом в линейном приближении для невырожденного газа ды-
рок в приближении «высоких температур» [42] получим [55] 
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где 
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индексы 1 и 2 означают интегрирование по зоне легких и тяжелых 
дырок.                                            

Если времена релаксации легких и тяжелых дырок могут быть 

представлены в виде 1
1 01

r
E  и 2

2 02
r

E , то выражение 

(4.7.17) преобразуется к виду 
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      (4.7.18) 

где 2 1
0 02 01; /

r r
q k T  – коэффициент, зависящий от механиз-

мов рассеяния легких и тяжелых дырок.                        
Используя (4.7.18), в случае одинакового механизма рассеяния 

у легких и тяжелых дырок для коэффициентов эластотермоЭДС 
имеем 
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где (1 ) (1 )A коэффициент, зависящий от доминирующего 

механизма рассеяния. Отметим, что в данном приближении отно-
шение коэффициента эластопроводимости к соответствующему 
коэффициенту эластотермоЭДС (т.е. при одинаковом направлении 
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Рис. 4.49. Зависимости коэффици-
ентов продольной (1) и поперечной 
(2) эластотермоЭДС для p-Si от 
               температуры [56] 

деформации, а также одинако-
вом направлении пропускания 
тока и градиента температуры) 
равно коэффициенту термоЭДС 

( * 2.5)r . 

На рис. 4.48 приведены за-
висимости продольной термо-
ЭДС для p-Si с концентрацией 
дырок 10

18
 см

–3
 от величины 

одноосной деформации вдоль 
направления [111]. Зависимости 
коэффициентов продольной и 
поперечной эластотермоЭДС от 

температуры, измеренные на тех же образцах, приведены на рис. 
4.49. Во всех случаях деформация производилась вдоль направле-
ния [111], а при измерении поперечного эффекта градиент темпе-

ратуры создавался в направлениях [110]  или [112]  и в этих же 

направлениях измерялась термоЭДС. Оказалось, что поперечная 
термоЭДС отлична от нуля только в области низких температур  
(Т < 150 K). Сопоставление расчета с экспериментом показывает 
их качественное согласие. Ко-
личественного же совпадения 
при комнатных температурах 
можно добиться, лишь увели-
чив константу деформацион-
ного потенциала d до 30 эВ. 
Отметим, что при расчетах 
пьезосопротивления это несо-
ответствие удалось исключить 
путем учета несферичности и 
непараболичности зонного 
спектра, а выражения (4.7.19) 
и (4.7.20) получены в сфери-
ческом приближении. При 
понижении температуры раз-
личие экспериментальных и 
расчетных данных сущест-
венно возрастает, что может 
быть связано с проявлением в 
эксперименте эффекта фо-
нонного увлечения [55]. 
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Рис. 4.48. Зависимость продольной 
термоЭДС от деформации вдоль 
                       [111] [54]: 

1 – Т = 133 K, 2 –Т = 303 K 
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Приведенные в данной главе соотношения позволяют с различ-
ной степенью детализации рассчитать температурные, концентра-
ционные и деформационные зависимости электропроводимости 
кремния и структур на его основе. Эти же соотношения лежат в 
основе расчета тензоэффектов в неоднородно легированных слоях 
(диффузионных и ионнолегированных). Они также позволяют оце-
нить погрешности, возникающие в присутствии магнитных полей 
и градиентов температуры.  
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Г Л А В А  5

 

ФИЗИЧЕСКИЕ ВОПРОСЫ ПРОЕКТИРОВАНИЯ  
СЕНСОРОВ НА ТЕНЗОРЕЗИСТИВНОМ ЭФФЕКТЕ 

Микроэлектронная технология изготовления накладывает свой 
отпечаток на все характеристики элементов микросистемной тех-
ники, использующих тензорезистивный эффект, что должно быть 
учтено на этапе проектирования. Применяемая технология имеет 
следствием: 

– неоднородное распределение легирующей примеси по тол-
щине тензорезистивного слоя; 

– неоднородное распределение деформации и напряжений по 
упругому элементу; 

– изоляцию элементов электрической схемы, как правило, с 
помощью p-n-переходов. 

Перечисленные факторы прямо влияют на чувствительность и 
температурный диапазон работы сенсоров. Кроме того, интеграль-
ная технология позволяет использовать различные формы прояв-
ления тензорезистивного эффекта. 

В настоящее время в сенсорах механических величин имеются 
два направления использования тензорезистивного эффекта: а) на 
основе продольного эффекта; б) на основе сдвигового эффекта. 

В первом случае информация об измеряемой механической ве-
личине получается в результате изменения продольной компонен-
ты тензора удельного сопротивления 

 
0
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l

T T , 
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где индексы l  и t  относятся к продольным и поперечным механи-
ческим напряжениям; ток и электрическое поле в тензорезисторе 
имеют одинаковое направление. 

Во втором случае информация об измеряемой величине полу-
чается из недиагональной компоненты тензора удельного сопро-

тивления 12:  

 12
6 66 6

0

T . 

При 6 0T  компонента 12  недеформированного полупроводника 

равна нулю. 
Традиционно для построения механических сенсоров применя-

ется продольный тензорезистивный эффект, когда четыре тензоре-
зистора соединяются в электрическую схему моста Уитстона.  
Исторически это восходит к дискретным приклеиваемым тензоре-
зисторам, а затем этот схемотехнический подход был перенесен на 
интегральные тензопреобразователи. 

Возможность применения сдвигового эффекта впервые была 
указана в [1]. Отличительной особенностью тензопреобразователей 
на сдвиговом эффекте является квазихолловская топология. Об-
ласть растекания тока в таких тензопреобразователях представляет 
собой прямоугольник, на короткие стороны которого нанесены то-
ковые электроды, а в центре длинных сторон находятся точечные 
потенциальные электроды, с которых снимается разность потен-
циалов, пропорциональная сдвиговому механическому напряже-
нию. Такого же типа структуры используются для построения хол-
ловских сенсоров. 

Тензорезистивные структуры каждого типа имеют достоинства 
и недостатки и, самое главное, специфику проектирования, которая 
будет рассмотрена в данной главе. 

В настоящее время в практике построения микросистем все 
большую роль играют микроэлектронные структуры с диэлектри-
ческой изоляцией, создаваемой тем или иным образом. Наиболее 
простыми и дешевыми оказываются тензорезистивные слои из по-
ликристаллического кремния, осажденного на диэлектрическую 
пленку, нанесенную на монокристаллический кремний. Тензорези-
стивный эффект в слоях поликристаллического кремния имеет 
особенности, которые необходимо учитывать при проектировании 
сенсоров. 

Эти вопросы также найдут отражение в данной главе. 
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5.1. ТЕМПЕРАТУРНЫЕ И КОНЦЕНТРАЦИОННЫЕ ЗАВИСИМОСТИ 
ГЛАВНЫХ КОЭФФИЦИЕНТОВ  
ПЬЕЗОСОПРОТИВЛЕНИЯ КРЕМНИЯ 

Зависимости пьезосопротивления и сопротивления кремния от 
концентрации и температуры являются важнейшими элементами 
модели тензорезистора и любых тензорезистивных структур. Обыч-
ный путь получения таких зависимостей на основе физической тео-
рии оказывается часто не эффективен из-за сложности теории, опе-
рирующей с параметрами, которые не определены с достаточной 
степенью точности. На современном этапе развития теория дает 
скорее качественные оценки и указывает тенденции изменения ве-
личин, чего для целей хорошего проектирования явно недостаточно. 
Это делает целесообразным применение полуэмпирических методов 
расчета, когда используется ряд величин и зависимостей, опреде-
ленных из экспериментальных данных. 

5.1.1. ПЬЕЗОСОПРОТИВЛЕНИЕ ДЫРОЧНОГО КРЕМНИЯ 

Экспериментально пьезосопротивление монокристаллического 
кремния исследовалось в ряде работ, из которых необходимо отме-
тить [2– 4], где наиболее детально исследовано пьезосопротивле-
ние в широком интервале концентраций и температур. При высо-
ких концентрациях обнаружено влияние типа примеси [4, 5] на 
пьезосопротивление, поэтому предлагаемое далее описание лучше 
всего подходит для кремния, легированного бором. 

Далее будем рассматривать только компоненту 44  матрицы 

пьезосопротивления. Вклад двух других компонент 11(  и 12)  в 

общее пьезосопротивление для важнейших кристаллографических 
направлений мал. Кроме того, раздельно температурная и концен-

трационная зависимости 11  и 12  до сих пор мало изучены. Тем-

пературную и концентрационную зависимость 44  будем описы-

вать выражением 

 44 ( ) ( )lnC T D T N ,      (5.1.1) 

где ( )C T  и ( )D T  – коэффициенты, зависящие от температуры  

и не зависящие от концентрации в широком диапазоне ее измене-
ния; N  – численное значение концентрации примеси в единице 
объема, см

–3
. 
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Зависимость вида (5.1.1) применялась для описания концентра-
ционной зависимости пьезосопротивления при комнатной темпе-
ратуре [6, 7]. Сделав коэффициенты C  и D  зависимыми от темпе-
ратуры, можно применять (5.1.1) для описания не только 
концентрационной, но и температурной зависимости пьезосопро-
тивления [8]. На рис. 5.1 представлены данные по температурной и 
концентрационной зависимостям пьезосопротивления кремния 
p-типа [3]. Из них видно, что для диапазона концентрации 

15 20 31 10 ...1 10 см  и интервала температур 100...400 K  компонен-

та 44  зависит от температуры приблизительно по закону 1T . 

При 1 0T  на оси ординат отсекаются отрезки 44(0) , которые 

сами зависят от концентрации примеси. Концентрационную зави-

симость 44(0)  можно аппроксимировать ломаной линией с двумя 

граничными концентрациями: 

 18 3 15 3
1 23 10 см , 1 10 смN N . 
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Рис. 5.1. Температурная зависимость 

компоненты эластосопротивления 44m : 

1– 
13 34.7 10 см (417 Ом см)p ,  

2 –
15 31.2 10 см (20 Ом см)p ,  3 –

15 32.4 10 см (9.3 Ом см)p ,  

4 –
16 32 10 см (1.4 Ом см)p ,  5– 

17 31.5 10 см (0.25 Ом см)p ,  

6 –
18 31.2 10 см (0.05 Ом см)p ,  7 –

18 34.5 10 см (0.02 Ом см)p  
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Уравнение этой зависимости может быть представлено в виде 

(в единицах 11 110 Па ) : 

 

15 3
44 2

18 3
44 1

0 91, 1 10 см ,

0 5.2ln 202, 3 10 см .

N N

N N N
   (5.1.2) 

Для этих же диапазонов концентраций температурное измене-

ние компоненты 44  может быть оценено из соотношений 

 

44
2

44
1

47.7, ,

670 13.9ln , ,

d
N N

dv

d
N N N

dv

             (5.1.3) 

где 300 /v T . 

Используя (5.1.2) и (5.1.3), зависимости 44 ( , )N T  можно 

придать вид соотношения (5.1.1) с коэффициентами, определен-
ными табл. 5.1. 

 

Т а б л и ц а  5.1 

Таблица коэффициентов ( )C T  и ( )D T  

Концентрация,  см–3 11 1( ),10 ПаC T  11 1( ),10 ПаВ T  

183 10N  
18 153 10 1 10N  

151 10 N  

670.0 202.0v  

398.0 85.8v  

91 47.7  

13.9 5.2v  

8.9 3.9v  

0 

 
При таком выборе коэффициентов ( )C T  и ( )D T  максимальное 

расхождение с экспериментальными данными [2, 3] в диапазоне 

температур 100...400 K  и концентраций 15 20 31 10 ...1 10 см  не пре-

вышает 20 %. Максимальная ошибка возникает при описании 
сильнолегированного кремния, где данные разных авторов заметно 
различаются. 

5.1.2. ПЬЕЗОСОПРОТИВЛЕНИЕ ЭЛЕКТРОННОГО КРЕМНИЯ 

Пьезосопротивление электронного кремния исследовалось в 
ряде работ [2, 9, 10], из которых наиболее детальной является ра-
бота O. Tufte и E. Stelzer [10], а также в обширном цикле исследо-
ваний П.И. Баранского с сотрудниками [4]. 
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В соответствии с результатами этих работ будем пренебрегать 

компонентой 44  при концентрациях 20 32 10 смN . Компонен-

ты 11  и 12  связаны соотношением 12 11(1/ 2) , которое хо-

рошо выполняется во всем диапазоне концентраций. Аналитиче-
ское описание пьезосопротивления, приводимое ниже, лучше всего 
подходит для кремния, легированного фосфором, который широко 
используется в микроэлектронике. 

Концентрационная зависимость ( )N  при комнатной тем-

пературе может быть аппроксимирована участками прямых с гра-
ничными концентрациями 

 20 3 19 3 16 3
0 1 21 10 см , 1 10 см , 1.3 10 смN N N . 

Границы 0N  и 2N  определяют диапазон существенной зависимо-

сти компоненты 11  от концентрации. 

Температурная зависимость коэффициента 11  для граничных 

концентраций хорошо описывается степенными зависимостями 

вида (в единицах 11 110 Па ) : 

 

0.29
11 0

0.51
11 1

0.86
11 2

33.6 , ,

69.0 , ,

107 , ,

v N N

v N N

v N N

 (5.1.4) 

где 300 /v T . 
Используя (5.1.1) и (5.1.4), можно определить температурно-

зависимые коэффициенты ( )C T  и ( )D T  (табл. 5.2). 

Из сравнения расчетов по аппроксимационной формуле (5.1.1) 
с  экспериментальными  данными  [10]  следует,  что максимальное  

 
Т а б л и ц а  5.2 

Таблица коэффициентов ( )C T  и ( )D T для n-кремния 

Концентрация, см–3 11 1( ),10 ПаC T  11 1( ),10 ПаD T  

20 191 10 1 10N  
19 161 10 1.3 10N  

161.3 10 N  

0.51 0.151380 ...720.7v v  
0.86 0.51704.0 ...385.3v v  

0.87107v  

0.51 0.1530.0 ...16.5v v  
0.86 0.5116.1 ...10.4v v  

0 
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расхождение не превышает 20 %. Так же, как и для p-кремния, 
максимальная ошибка возникает при описании сильнолегирован-
ных кристаллов. 

5.1.3. ПОЛУЭМПИРИЧЕСКИЙ УЧЕТ ВЛИЯНИЯ  
СТЕПЕНИ ЛЕГИРОВАНИЯ НА ТЕНЗОРЕЗИСТИВНЫЙ ЭФФЕКТ 

Для построения сенсоров механических величин применяют 

кремний с концентрацией легирующей примеси 18 20 31 10 ...1 10 см . 

При таких концентрациях примесь начинает оказывать заметное 
влияние на важнейшие параметры полупроводника, такие как 
энергетический спектр, эффективная масса и подвижность элек-
тронов и дырок. 

Как показывают экспериментальные и теоретические исследо-
вания [10–12], при увеличении степени легирования уменьшаются 
как величина коэффициентов пьезосопротивления, так и их темпе-
ратурная зависимость. Причиной обоих эффектов является особен-
ность заполнения энергетических уровней в зоне проводимости и в 
валентной зоне, которая проявляется в полной мере, когда носите-
лей тока становится много. Далее, для определенности, будем рас-
сматривать кремний n -типа как наиболее изученный в теоретиче-
ском отношении. 

В слаболегированном полупроводнике электроны зоны прово-
димости перемещаются по кристаллу свободно и ведут себя по-
добно идеальному газу. Поскольку электронов мало, вероятность 
обладания двумя электронами одинаковым набором квантовых чи-
сел ничтожно мала и принцип Паули не проявляет себя заметным 
образом. По мере увеличения степени легирования ограничения, 
вносимые этим принципом, становятся все более существенными и 
электроны должны занимать более высокие энергетические уров-
ни. В результате средняя энергия коллектива электронов в зоне 
проводимости увеличивается, а изменение энергетического спек-
тра под действием единичной деформации по сравнению со сред-
ней энергией электронов будет уменьшаться. 

Теоретический анализ [10, 11] показывает, что влияние степени 
легирования на коэффициенты пьезосопротивления можно описать 
следующим уравнением: 

 1/ 2
11 11

1/ 2

( )
(0)

( )

s

s

F

F
.      (5.1.5) 
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Здесь 11(0)  – компонента тензора пьезосопротивления для слабо-

легированного полупроводника; s  – показатель механизма рассея-

ния, обычно 1 2;s   

 
1

( 1) exp( ) 1

k

k

d
F

k
 

– интеграл Ферми индекса k; где /E kT , /fE kT  – приве-

денные энергия и уровень Ферми. 
Для слаболегированных полупроводников, когда 0 , отно-

шение интегралов Ферми равно единице, коэффициенты пьезосо-
противления перестают зависеть от степени легирования. 

Для сильнолегированных полупроводников, когда 5 , инте-

гралы Ферми могут быть аппроксимированы выражением 

 
1

( 2)

k

kF
k

,      (5.1.6) 

где  – гамма-функция аргумента ( 2)k  [13]. В этом случае 

уравнение (4.6.1) может быть переписано в виде 

 11 11

3/ 2
0

s
.     (5.1.7) 

Для сильнолегированных полупроводников соотношение между 
уровнем Ферми и концентрацией электронов дается выражением [4] 

 2/3Bn ,      (5.1.8) 

где 2/3 2 *(3/ ) ( /8 )B h m kT , *m  – эффективная масса плотности 

состояний. 
Подставляя (4.6.4) в (4.6.3), получаем 

 11 11 2 / 3

3/ 2
0

s

Bn
.     (5.1.9) 

Из этой формулы следует, что по мере роста концентрации 
электронов коэффициенты пьезосопротивления уменьшаются. В 
металлах концентрация электронов велика, поэтому изменение 
удельного сопротивления или электропроводности под действием 
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деформации для них мало и за-
метную роль начинает играть 
чисто геометрический эффект, 
связанный с тем, что при дефор-
мации длина и сечение провод-
ника меняются. 

На рис. 5.2 приведены кон-
центрационные зависимости ко-
эффициента пьезосопротивления 

11  для кремния n -типа, а также 

аналогичная зависимость, рас-
считанная по соотношению 
(5.1.5) (сплошные кривые) [10]. 

Приведенный уровень Ферми 
 определяется из уравнения  

          1/ 2cN N F ,       (5.1.10) 

где N  – концентрация атомов примеси, которые считаются полно-

стью ионизированными; cN  – плотность состояний в зоне прово-

димости (4.4.6); 1/ 2F  – интеграл Ферми индекса 1/ 2 . 

Имеющееся заметное различие между расчетными и эксперимен-

тальными результатами в области концентраций 16 19 32 10 ...5 10 см  

может быть связано с влиянием легирования на анизотропию под-
вижности K  [10]. 

Для кремния р-типа влияние степени легирования на пьезосо-
противление также может быть оценено из соотношения (5.1.5) с 

заменой 11  на 44 . При этом в уравнении (5.1.10) вместо cN  не-

обходимо использовать плотность состояний валентной зоны 
кремния [4]: 

 

3/ 2
19 32.8 10 см

300
v

T
N .      (5.1.11) 

Для практических расчетов по формуле (5.1.5) температурную 
зависимость пьезосопротивления слаболегированного кремния 
можно представить в виде 

 
300

0 , 1,4ii ii i
T

,    (5.1.12) 

где ii  – пьезосопротивление при комнатной температуре, опреде-

ленное, например, из измерений С. Смита (см. табл. 4.7). 

400
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–11
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200K
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  , Па11
–1

 
 

Рис. 5.2. Зависимости коэффици-
ента пьезосопротивления 11 от 
степени легирования кремния: 

теория – сплошные кривые; эксперимент – 
штриховые 
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5.1.4. ТЕМПЕРАТУРНЫЕ И КОНЦЕНТРАЦИОННЫЕ  
ЗАВИСИМОСТИ СОПРОТИВЛЕНИЯ  
ТЕНЗОРЕЗИСТИВНЫХ СЛОЕВ 

Аналитическое описание температурных и концентрационных 
зависимостей удельного сопротивления и электропроводности 
кремния имеет большое практическое значение при проектирова-
нии элементов микросистемной техники. Экспериментально элек-
тропроводность кремния была исследована в ряде работ, например 
[14–16], в результате чего удалось с достаточной точностью опи-
сать концентрационную зависимость электропроводности при 

300 CT  . 

Гораздо хуже исследован вопрос об аналитическом описании 
температурной зависимости электропроводности для различных 
концентраций примеси. В этом направлении имеется ряд работ 
[17–19], из которых необходимо отметить [19], где обоснована 
возможность представления температурной зависимости подвиж-
ности в виде 

 lnA T B T N , 

где ( )A T  и ( )B T  – некоторые температурные функции. 

Во всех работах расчет температурной зависимости подвижно-
сти производится с помощью классической теории, учитывающей 
рассеяние электронов и дырок на колебаниях кристаллической ре-
шетки и ионизированных атомах примеси. Однако данные, полу-
ченные теоретически, лишь качественно совпадают с эксперимен-
тальными данными, особенно в области концентраций 

18 31 10 см ,N  представляющей особый интерес для тензорези-

стивных сенсоров. 
С другой стороны, теоретические расчеты концентрации сво-

бодных носителей затруднены из-за изменения энергии ионизации 
примеси в зависимости от уровня легирования и некоторой пере-
стройки энергетического спектра вблизи края валентной зоны или 
зоны проводимости. 

Перечисленные причины привели к тому, что на практике ши-
роко применяются полуэмпирические зависимости, основанные на 
экспериментальных результатах. В данной книге мы приведем 
лишь линейное по температуре описание, которого достаточно для 
многих практических оценок. Основываясь на экспериментальных 
данных, концентрационную зависимость удельного сопротивления 
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кремния при температуре 23 C  можно аппроксимировать зависи-

мостями [20]: 
а) р-кремний, легированный бором: 

 
16 17

0.737
19

1.305 10 1.133 10

1 2.58 10B
B B

N
N N

,   (5.1.13) 

где – удельное сопротивление, Ом см ; BN  – концентрация ато-

мов бора, 3см . 
б) n-кремний, легированный фосфором: 

 
186.242 10 10z

pN
,      (5.1.14) 

где  

 
2 3

0 1 2 3

2 3
1 2 31

C C y C y C y
z

D y D y D y
.     (5.1.15) 

В выражении (5.1.15) 0 1lg 16; 3.0769, 2.2108,py N C C  

2 0.62272,C  3 10.057501; 0.68157,C D  2 0.19833,D  

3 0.018376D ; pN  – концентрация атомов фосфора, 3см . 

На рис. 5.3 приведены концентрационные зависимости темпе-
ратурного коэффициента n- и p-кремния [21]. Здесь по оси абсцисс 
указано удельное сопротивление. Для пересчета в более привыч-
ную объемную концентрацию легирующей примеси можно вос-
пользоваться соотношениями (5.1.13) – (5.1.15). В обращенном 

уравнении относительно концентрации атомов бора BN  или фос-

фора pN  (5.1.13) и (5.1.14)  принимают вид 

 

0
0

1

T

d

dT
, 

 
16 17

1.105

1.33 10 1.082 10

1 54.56
BN ;    (5.1.16) 

 186.242 10 z
p pN N ,     (5.1.17) 
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Рис. 5.3. Концентрационная зависимость темпе-
ратурного коэффициента сопротивления 

 

где 
2 3

0 1 2 3

2 3
1 2 31

A A x A x A x
z

B x B x B x
, 0 1lg ; 3.1083, 3.2626,x A A  

2 3 1 2 31.2196, 0.13923; 1.0265, 0.38755, 0.041833.A A B B B  

В линейном приближении с учетом (5.1.13) – (5.1.15) темпера-
турное изменение удельного сопротивления может быть описано 
выражением 

 0 1 23T T ,    (5.1.18) 

где T  – температура, С; T  – удельное сопротивление при  

Т = 23 С. 
Температурный интервал, в котором справедливо выражение 

(5.1.18), невелик и составляет около 20 С. Для больших интерва-
лов становится заметен вклад членов ряда, нелинейных по темпе-
ратуре.  

5.2. ПЬЕЗОСОПРОТИВЛЕНИЕ ИНТЕГРАЛЬНЫХ  
ТЕНЗОРЕЗИСТИВНЫХ СЛОЕВ 

Тензорезистивные слои сенсоров механических величин чаще 
всего создают методом ионной имплантации. При этом концентра-
ция легирующей примеси зависит от координаты относительно 
поверхности полупроводника, следствием чего является зависи-
мость от координаты электропроводности и пьезосопротивления 
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всех слоев, образующих тензорезистор. Общее пьезосопротивле-
ние   и электропроводность   всего интегрального тензорезисто-
ра находят путем усреднения по толщине проводящего слоя. В 
простейшем случае одномерного распределения примеси по закону 

( )N N z  усредненные значения   и   определяются соотноше-

ниями 

 

0

1
jz

j

z dz
z

 ,       (5.2.1) 

 0

0

j

j

z

z

z z dz

z dz

 ,      (5.2.2) 

где jz  – глубина p-n-перехода; ( )z  и ( )z  – пьезосопротивление 

и электропроводность слоя интегрального резистора на глубине z . 
Интегралы (5.2.1) и (5.2.2) для произвольных профилей распре-

деления примеси могут быть найдены только численно. Табулиро-
ванные значения средней электропроводности для распределений 
примеси по закону Гаусса и дополнительной функции ошибок по-
лучены в [16, 22]. 

Аналитическое описание пьезосопротивления однородно леги-
рованного кремния, приведенное в предыдущем разделе, позволяет 
получить коэффициенты пьезосопротивления интегральных слоев 
для простейших законов распределения примеси, не прибегая к 
численным методам. В этом разделе рассмотрим пьезосопротивле-
ние для интегральных слоев с гауссовым распределением примеси, 
которое чаще всего реализуется на практике: 

 
2u

sN u N e ,      (5.2.3) 

где sN  – максимальная объемная концентрация примеси у поверх-

ности слоя, 3см ; ju z z  – координата тензорезистивного слоя на 

глубине z ; jz – глубина p-n-перехода; 

2

2
ln

j s

B

z N

NL
– параметр 

распределения; 2L Dt  – диффузионная длина примеси, D  и t  – 
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коэффициент и время диффузии; BN  – исходная концентрация 

примеси в кристалле до проведения диффузии. 
Далее будем предполагать, что легирующая примесь – доноры 

или акцепторы – полностью ионизована и концентрация электро-
нов или дырок равна концентрации соответствующих атомов при-
меси. 

Формуле (5.2.2), интегрируя по частям, можно придать вид, бо-
лее удобный для расчетов: 

 
1

0

s

d dN
N q u du

dN du
 ,  (5.2.4) 

где  

 

1

1

0

u

d

q u

d

,      (5.2.5) 

причем 0 ( ) 1q u  при 0 1u . 

Интеграл в (5.2.4) имеет смысл добавки в пьезосопротивление, 
связанной с неоднородным легированием тензорезистивного слоя. 
Коэффициенты пьезосопротивления неоднородно легированного 
слоя равны соответствующему коэффициенту однородно легиро-
ванного слоя с концентрацией, равной максимальной, плюс добав-
ка, зависящая от распределения примеси по толщине слоя: 

 ( )sN .      (5.2.6) 

В функцию ( )q u  (5.2.5) входит не только концентрация атомов 

примеси, но и подвижность, которая сама зависит от количества 
примеси в единице объема: 

 

2

2

1

1

0

u
s

u

u
s

N N e du

q u

N N e du

. 

По сравнению с экспонентой подвижность ( )N  является мед-

ленно меняющейся функцией: при концентрациях 17 31 10 смN  
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и 19 31 10 смN  она практически постоянна, а для промежуточ-

ных концентраций меняется по логарифмическому закону [20]. 
Учитывая это, определим ( )q u  приближенно, считая, что подвиж-

ность ( )N  постоянна: 

 

2

2

1

1

0

erf
1

erf

u

u

u

e du
u

q u

e du

,    (5.2.7) 

где erf u – функция ошибок. 

В интегральных слоях практически всегда выполняется условие 

2 , что еще более упрощает (5.2.7), поскольку в этом случае 

erf 1 . Подставляя (5.2.3), (5.2.4), (5.2.7) в (5.1.1), получаем для 

пьезосопротивления интегрального слоя формулу 

 

0

2 erfsN D v c v dv ,   (5.2.8) 

где erf ( )c v  – дополнительная функция ошибок, v u . 

Интеграл (5.2.8) вычисляется обычным порядком: 

 
2

2

0

1
2 erf ( ) erf erf

2

z
zz

z v c v dv z c z z e . 

Для принятой аппроксимации пьезосопротивления (5.1.1) коэф-
фициент D  принимает различные постоянные значения в диапазоне 
концентраций (см. табл. 5.1, 5.2), поэтому интеграл (5.2.8) прихо-
дится разбивать на участки, ограниченные точками разрыва D . 

Для тензорезистивных слоев p-типа, в которых 1sN N  

18 33 10 см ,  а 18 3 15 33 10 см 1 10 смBN , в диапазон измене-

ния концентрации легирующей примеси попадает только одна точ-

ка 1N . В этом случае 

 ln s

B

N

N
 и 1

1

ln sN
z

N
     (5.2.10) 
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и в соответствии с (5.2.8) – (5.2.10) компонента 44  интегрального 

слоя с гауссовым распределением примеси будет равна 

    
44 44 1 1 2 1ˆ sN D T z D T z .  (5.2.11) 

Если 1sN N , то 151 10BN  и в пределах всего тензорези-

сторного слоя коэффициент 2D  постоянен. В этом случае, как сле-

дует из (5.2.8):  

 
44 44 2sN D . 

Если 2 , то 
1

2
 и выражение для пьезосопротив-

ления интегрального слоя с гауссовым распределением примеси 
принимает особенно простой вид: 

 

1

2
44 ln sC T D T N e .     (5.2.12) 

Неоднородно легированный слой, таким образом, эквивалентен 
слою с однородным легированием, имеющим концентрацию  

 
1

2
э sN N e . 

Если концентрация в подложке меньше, чем 2N , 

15 31 10 смBN , то в диапазон изменений концентрации примеси 

попадает еще одна точка – 2 2ln sz N N . Тогда в формуле 

(5.2.11) появляется еще одно слагаемое, описывающее вклад в пье-

зосопротивление участка с концентрацией примеси 2:BN N N  

 
44 44 1 1ˆ sN D T z  

 2 2 1 3 3 .D T z z D z  (5.2.13) 

Однако для p-кремния 3 0D  и вклада в пьезосопротивление в 

рассматриваемом приближении все-таки не будет. 
Для тензорезистивных слоев n-типа можно применять такой же 

подход. Для этих слоев справедлива формула (5.2.13) с заменой 

44  на 11 , в которой 3( ) 0D T .  
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Рис. 5.4. Температурная зависимость коэффициентов 
пьезосопротивления: 

1, 3 – 44 : 1 – 17 34.5 10 смsN , 3 – 20 31 10 смsN , 2, 4 – 11 : 

2 – 17 35 10 смsN , 4 – 20 31 10 смsN  

 

На рис. 5.4 приведены расчетные и экспериментальные [6, 10] 
значения коэффициентов пьезосопротивления для интегральных 
тензорезисторов n- и p-типа. Для тензорезистивных слоев n-типа в 
рассмотренном диапазоне температур и концентраций расхожде-
ния не превышают 15 %. Для слоев p-типа соответствие результа-
тов расчета и эксперимента оказывается хуже и отличие может 
достигать 20 %. Возможной причиной может быть пренебрежение 

компонентами 11  и 12  при анализе экспериментальных данных. 

Их вклад в общее изменение сопротивления, как показано в работе 
[23], порядка 15 %. 

5.3. РАЗМЕЩЕНИЕ ТЕНЗОРЕЗИСТОРОВ  
НА УПРУГОМ ЭЛЕМЕНТЕ СЕНСОРА 

Одним из важнейших этапов проектирования механических 
сенсоров на тензорезистивном эффекте является выбор размеще-
ния тензорезисторов на упругом элементе. Рациональное размеще-
ние обеспечивает высокую чувствительность сенсора, однако раз-
мещение тензорезисторов зависит от характера напряженного 
состояния упругого элемента, кристаллографической ориентации и 
типа проводимости материала тензорезистора. Распределение меха-
нических напряжений, в свою очередь, зависит от способа прило-
жения нагрузки, геометрии и кристаллографической ориентации 
упругого элемента. 
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В сенсорах механических величин 
тензорезисторы обычно соединяются по 
схеме моста Уитстона, где все четыре 
тензорезистора являются активными 
(рис. 5.5). 

В недеформированном состоянии 
тензорезисторы имеют одинаковое со-

противление 0R . Деформация упругого 

элемента приводит к изменению сопро-

тивления тензорезисторов 0 ,i iR R R  

1,2,3,4i , и появлению на выходе мос-

та сигнала  

1 3 2 4
в

1 4 2 3

R R R R
U E

R R R R
. (5.3.1) 

Изменение сопротивления каждого тензорезистора невелико, 

так что выполняется условие 0/ 1iR R  . С учетом этого формулу 

(5.3.1) можно представить приближенно в виде 

 31 2 4
в

0 0 0 0

RR R R
U E

R R R R
.     (5.3.2) 

Как следует из (5.3.2), выходной сигнал оказывается тем боль-
ше, чем сильнее изменение сопротивления каждого тензорезисто-

ра. Кроме того, тензорезисторы 2R  и 4R  следует располагать та-

ким образом, чтобы изменение сопротивления 2R  и 4R  было 

противоположно по знаку 1R и 3R . Тогда сумма в (5.3.2) дости-

гает максимальной величины. 

5.3.1. КРИТЕРИЙ ВЫБОРА РАЗМЕЩЕНИЯ ТЕНЗОРЕЗИСТОРОВ 

В линейном приближении изменение сопротивления каждого 
тензорезистора пропорционально механическому воздействию р: 

 
0

i
i

R
S p

R
,     1...4i ,    (5.3.3) 

где iS – чувствительность i -го тензорезистора к измеряемому воз-

действию. 

R
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23

4

вых

 
 

Рис. 5.5. Схема тензорези-
стивного моста Уитстона: 

Е– источник ЭДС,   1 4...R R  – 

тензорезисторы 
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Размещение тензорезисторов можно проводить на основе кри-
терия максимальной чувствительности, согласно которому для ка-
ждого из тензорезисторов мостовой схемы должно выполняться 
условие [24] 

 
0

max или max, 1...4.i
i

R
S i

R
     (5.3.4) 

В полупроводниковых тензорезисторах, как отмечалось в гл. 4, 
основная доля изменения сопротивления происходит из-за измене-
ния удельного сопротивления, а не геометрии, поэтому (5.3.4) 
можно свести к требованию 

 
0

maxl

i

,      (5.3.5) 

где 0/l  – продольная (вдоль длинной оси) компонента тензора 

относительного изменения удельного сопротивления i -го тензоре-
зистора. 

При реализации критерия (5.3.4) 
или (5.3.5) будет обеспечен макси-
мальный электрический сигнал мос-
та Уитстона. 

Далее рассмотрим случай корот-
кого тензорезистора, у которого в пре-
делах его геометрических размеров 
можно пренебречь изменением ком-
понент тензора механических напря-

жений. Координаты 1x  и 2x , опреде-

ляющие положение центра тензорезис-
тора, будем относить к системе осей, 
связанной с поверхностью упругого 
элемента. Направление протекания то-
ка (длинная ось тензорезистора) харак-

теризуется углом  относительно оси x  (рис. 5.6). 
В выбранной системе координат положение тензорезистора ха-

рактеризуется тремя переменными – 1 2, и .x x  Критерий (5.3.5) в 

выбранных переменных сводится к уравнению 

 
0

1 0 0

0,

0, 0.
2

l

l l

x x

 (5.3.6) 

х

х

х
х

2

1
1х

2

 
 

Рис. 5.6. Система координат 
для    описания    положения  

тензорезистора 
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На границе упругого элемента координаты 1x  и 2x связаны 

уравнением контура 2 1( )x f x . Относительное изменение сопро-

тивления при этом зависит только от 1x  и , и система (5.3.6) сво-

дится к первым двум уравнениям при учете уравнения контура. 
При решении системы (5.3.6) нужно учесть две особенности 

интегрального тензорезистора: 
1. Поле растекания токов на большей части тензорезисторов 

носит плоский характер. 
2. Из-за малой толщины тензорезистора и его расположения вбли-

зи поверхности упругого элемента для изменения сопротивления 

важны компоненты 1 2 6, ,T T T  матрицы механических напряжений. 

Вследствие этих особенностей относительное изменение со-
противления тензорезистора, ориентированного под углом  к оси 

1x , может быть представлено в форме 

 
2 2 61 2

0 0 0 0

cos sin sin 2l ,    (5.3.7) 

где компоненты 0/i  определяются в выбранной системе коор-

динат, связанной с упругим элементом. В этой системе координат 

компоненты /i  соответственно равны 

 

1
11 1 12 2 16 6

0

2
21 1 22 2 26 6

0

6
66 6

0

,

,

.

T T T

T T T

T

      (5.3.8) 

В равенствах (5.3.8) ik – компоненты матрицы пьезосопротивле-

ния в той же системе координат. Эти компоненты не зависят от 
местоположения на упругом элементе, поэтому из первого уравне-
ния системы (5.3.6) с учетом (5.3.7) получаем уравнение для ори-
ентации тензорезистора, обладающего экстремальной чувстви-
тельностью в произвольной точке упругого элемента: 

 6

1 2

0 0

2
tg2 , 0 ,       (5.3.9) 

где все 0/i  определяются соотношениями (5.3.8). 
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Из уравнения (5.3.9) следует, что в общем случае в каждой точ-
ке упругого элемента существует свое направление длинной оси 
тензорезистора, обеспечивающее экстремальную чувствитель-
ность. 

Уравнения, определяющие местоположение центра тензорези-
стора, получаются из (5.3.6) с учетом (5.3.8): 

 2 2 2 21 2
11 21 22 12cos sin sin cos

i i

T T

x x
 

        2 2 6
66 16 26sin 2 cos sin 0

i

T

x
,  i =1,2.  (5.3.10) 

Степень сложности решения системы (5.3.9), (5.3.10) во многом 
определяется структурой матрицы пьезосопротивления и геомет-
рией упругого элемента. 

5.3.2. ПРИМЕРЫ РАЗМЕЩЕНИЯ ТЕНЗОРЕЗИСТОРОВ  
НА УПРУГОМ ЭЛЕМЕНТЕ 

Квадратная жесткозащемленная пластина. Пусть плоскость 
упругого элемента имеет индексы (100), а стороны ориентированы 

вдоль направлений [110] и 110 . Распределение механических 

напряжений при действии равномерно распределенного давления 
обсуждалось в гл. 3, а матрица пьезосопротивления в выбранных 
осях приведена в гл. 4. Компоненты матрицы, необходимые для 
расчета изменения сопротивления тензорезистора, имеют вид 

 
11 22 11 12 44 16 26

12 21 11 12 44 66 11 12

1
, 0,

2

1
, .

2

 (5.3.11) 

Если кремниевые тензорезисторы p-типа, то приближенно мож-

но считать, что 11 12 440, 0 , а для тензорезисторов n -ти-

па – 44 0  и 12 11 2 . Это позволяет легко решать уравнение 

(5.3.9).  
Для тензорезисторов p -типа уравнение (5.3.9) приводится к 

виду tg 2 0  для всех точек упругого элемента, кроме диагона-

лей. Его решение 0  и 2  – соответственно радиальное и 
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тангенциальное расположение тензорезисторов. При 0  изме-
нение сопротивления тензорезистора равно 

 44
1 2

0 2

l T T .     (5.3.12) 

Если 2 , то изменение сопротивления отличается лишь 

знаком. На диагоналях упругого элемента из-за равенства 1 2T T  

изменение сопротивления тензорезисторов в рассматриваемом 
приближении по пьезосопротивлению равно нулю. С учетом опре-
деленных значений углов система уравнений (5.3.10) принимает 
простой вид: 

 1 2 0
i

T T
x

.      (5.3.13) 

Разность механических сопротивлений в центре упругого эле-
мента равна нулю, а максимальных значений она достигает на кон-
туре упругого элемента в серединах его сторон. Подставляя в 

(5.3.13) значения 1T  и 2T  из (3.2.17), получаем 

 
2

44 2
0

0.617l qa

h
.      (5.3.14) 

(знак «+» относится к ориентации 0,  знак «–» соответствует 

2 ). 

Возможные варианты размещения тензорезисторов p -типа 

приведены на рис. 5.7. 
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[110]
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Рис. 5.7. Схемы размещения тензорезисторов p-типа на квад-

ратном упругом элементе 
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Реальные тензорезисторы имеют конечную длину, и на самом 
контуре упругого элемента располагать их нельзя. Формула 
(5.3.14) имеет смысл оценки максимального значения. 

Размещение тензорезисторов n -типа на квадратном упругом 
элементе сильно отличается от вариантов размещения, представ-
ленных на рис. 5.6, для тензорезисторов p -типа. Для всех точек, 

не лежащих на координатных осях 1x  и 2x , уравнение (5.3.9) при-

нимает форму tg 2  и имеет решение / 4, 3 / 4 . При 

этом ориентация тензорезисторов не зависит от их местоположе-

ния. Для точек, лежащих на координатных осях 1x  и 2x , сдвиговая 

компонента 6T  равна нулю, и из уравнения (5.3.9) следует, что 

чувствительность тензорезисторов от угла не зависит (изотропна). 
Для найденных значений ориентаций длинной оси тензорези-

стора изменение его сопротивления составляет 

 11
1 2 6

0

( 6 )
4

l T T T ,    (5.3.15) 

где знак «+» относится к ориентации / 4 .  
Система уравнений (5.2.10) для тензорезисторов n-типа имеет вид 

 1 2 66 0, 1,2
i

T T T i
x

.   (5.3.16) 

Из решения системы (5.3.16) следует, что существует несколь-
ко местоположений тензорезисторов с экстремальной чувстви-
тельностью: 

 
4

,   
2

1 2 11 2
0

0.68 и 0.3l qa
x x a

h
, 

 
3

4
,   

2

1 2 11 2
0

0.68 и 0.3l qa
x x a

h
,  (5.3.17) 

 
2

1 2 2 1 11 2
0

0, и 0, и 0.35l qa
x x a x x a

h
. 

Особенность решения системы (5.3.16) – различное местопо-
ложение тензорезисторов, соответствующее ориентациям / 4  
и 3 / 4  (рис. 5.8). Это является следствием существенного 

вклада компоненты 6T  в общее изменение сопротивления. 
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Как видно из сравнения (5.3.15) и 
(5.3.17), чувствительность тензорезисторов 
n-типа существенно ниже, чем тензорези-
сторов р-типа. 

Из-за симметрии упругих свойств по 

осям 1x  и 2x  и симметрии формы упруго-

го элемента картина расположения тензо-
резисторов инвариантна относительно по-

воротов на 90  вокруг оси 3x . 

Круглая жесткозащемленная пла-
стина. В качестве второго важного приме-
ра рассмотрим расположение тензорези-
сторов на круглом жесткозащемленном по контуру упругом эле-
менте, имеющем кристаллографическую ориентацию (111). Эта 
плоскость в кремнии является плоскостью изотропии упругих и 

тензорезистивных свойств. Поворот осей 1x  и 2x  вокруг оси 

3x  [111] сохраняет неизменными компоненты матрицы пьезосо-

противления (4.5.25) и распределение механических напряжений 
(3.1.12). Поэтому достаточно рассмотреть ориентацию тензорези-

сторов вдоль одной выбранной оси, например вдоль оси 1 110x  . 

Для точек на этой оси механические напряжения равны 

22
1

1 2 2
0.473 1.223

xqR
T

h R
,   

 
22
1

2 2 2
0.473 0.670

xqR
T

h R
,  6 0T .    (5.3.18) 

Если тензорезисторы p -типа и в матрице пьезосопротивления 

(4.5.25) учитываем лишь компоненту 44 , то для относительного 

изменения сопротивления получаем 

 1 44 2
1

0 2 3

T
T ;     (5.3.19) 

 2 44 1
2

0 2 3

T
T ;     (5.3.20) 
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Рис. 5.8. Схема разме-
щения тензорезисторов 
n-типа на квадратном 
    упругом элементе 
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Уравнение (5.3.9) принимает вид tg 2 0 , это уравнение име-

ет решения 0  и / 2 . Для тензорезистора, у которого длин-

ная ось ориентирована по оси 1( 0)x  (радиальный тензорези-

стор), изменение сопротивления описывается соотношением 
(5.3.19): 

1

0 0

l . 

Наибольшее изменение сопротивления тензорезистор получает, 
когда он расположен в центре или на краю упругого элемента: 

 
2

44 12
0

0.157 , 0l qa
x

h
;    (5.3.21) 

 
2

44 12
0

0.342 ,l qR
x R

h
.    (5.3.22) 

Если расположение тензорезистора тангенциальное ( / 2) , 

то изменение сопротивления описывается соотношением (5.3.20): 

2

0 0

l . 

При центральном расположении тензорезистора ( 0)r  измене-

ние сопротивления точно равно (5.3.21) и, таким образом, изменение 
сопротивления не зависит от угла . Если тангенциальный резистор 

расположен на краю 1x R , то изменение сопротивления равно 

 
2

44 2
0

0.026l qR

h
.    (5.3.23) 

Это существенно меньше, чем для радиальной ориентации тензо-
резистора на краю (5.3.22).  

Таким образом, для построения мос-
товой схемы на круглом упругом эле-
менте с плоскостью (111) целесообразно 
использовать два радиальных резистора 
в центре и два радиальных резистора на 
краю упругого элемента (рис. 5.9). 

Изотропия свойств плоскости (111) и 
круглая форма упругого элемента избав-
ляют от необходимости следить за кри-
сталлографической ориентацией тензо-
резисторов при изготовлении. 

r

 
 

Рис. 5.9. Расположение 
тензорезисторов на круг-
лом упругом элементе 
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Выходной сигнал мостовой схемы с круглым упругим элемен-
том с учетом (5.3.21) и (5.3.22) определяется соотношением 

 
2

в 2
0.249

qR
U E

h
. 

Для мостовой схемы с тензорезисторами n-типа чувствитель-
ность примерно в два раза меньше, поэтому здесь ее не рассмат-
риваем. 

5.4. ТЕНЗОПРЕОБРАЗОВАТЕЛИ  
НА СДВИГОВОМ ТЕНЗОРЕЗИСТИВНОМ ЭФФЕКТЕ 

Под действием анизотропной деформации электропроводность 
кремния становится также анизотропной и в тензоре электропро-
водности образца с произвольной кристаллографической ориента-
цией появляются недиагональные компоненты. Это приводит к 
несовпадению по направлению векторов напряженности и плотно-
сти электрического поля, причем отличие по направлениям тем 
больше, чем больше величина деформации. Закон Ома по форме 
усложняется и для кристаллов типа кремния в системе координат, 
связанной с главными осями [100], описывается соотношениями 

 1
1 11 1 12 2 3 44 2 6 3 5

0

1
E

i T T T i T i T , 

 2
2 11 2 12 1 3 44 1 6 3 4

0

1
E

i T T T i T i T ,    (5.4.1) 

 3
3 11 3 12 1 2 44 1 5 2 4

0

1
E

i T T T i T i T , 

где 1 2 3, ,E E E  – компоненты вектора напряженности электрическо-

го поля; 1 2 3, ,i i i  – компоненты вектора плотности тока; 0 – удель-

ное сопротивление недеформированного кремния; ij  и iT  – ком-

поненты матриц пьезосопротивления и механических напряжений. 
Из системы уравнений (5.4.1) следует, что если направить ток 

1i  вдоль оси 1x  и создать такие условия нагружения, когда отлична 

от нуля только сдвиговая компонента матрицы напряжений, то в 
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направлении, перпендикулярном к току, возникает напряженность 

электрического поля 2:E  

 2
1 44 6

0

E
i T .      (5.4.2) 

Это проявление сдвигового тензорезистивного эффекта может 
быть реализовано в структуре, представленной на рис. 5.10. В ин-
тегральном исполнении область растекания тока имеет вид, анало-
гичный топологии холловского сенсора. 
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j
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j j

T

2
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Рис. 5.10. Возникновение поперечной разности по-
тенциалов при анизотропной деформации образца 

 
При отсутствии деформации источник ЭДС создает внутри об-

разца поле 1E  и ток 1i , направленные вдоль 1x . Действие сдвиго-

вого напряжения 6T  приведет к тому, что результирующий вектор 

напряженности и вектор плотности тока образуют угол : 

 2

1

tg
E

E
,      (5.4.3) 

пропорциональный механическому напряжению 6T . Эквипотенци-

альные линии в деформированном полупроводнике поворачивают-
ся на тот же угол, и между точками А и В, находящимися ранее на 
одной эквипотенциали, образуется разность потенциалов 

 в 2 2

B

A

U E dx .       (5.4.4) 

Она является выходным сигналом сенсора механической величины 
на сдвиговом эффекте. Этот эффект применяется для исследования 
компонент тензора пьезосопротивления [25], кроме того, он нашел 
важное техническое применение в механических сенсорах. Сенсо-
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ры на сдвиговом эффекте имеют ряд преимуществ по сравнению с 
сенсорами на обычных тензорезисторах, включенных по схеме 
моста Уитстона: 

– простота топологии. Вместо четырех тензорезисторов, 
имеющих восемь контактов, специальным образом расположенных 
на упругом элементе, используется один с квазихолловской гео-
метрией, имеющий четыре контакта (рис. 5.11); 

– тензопреобразователь на сдвиговом эффекте – генератор на-
пряжений, и поэтому его характеристики нечувствительны к со-
противлению токовых контактов; 

– малая величина начального разбаланса. Начальный разба-
ланс тензопреобразователей на сдвиговом эффекте связан с точно-
стью расположения потенциальных контактов на одной эквипо-
тенциали, а это современная планарная технология может 
обеспечивать на высоком уровне. 
 

 

j

E
E2

a

b c

o

 
 

Рис. 5.11. Тензопреобразователь с квази-
холловской геометрией на сдвиговом 
                          эффекте 

 
Связь между физико-топологическими параметрами, измеряе-

мым механическим воздействием и выходным сигналом для сенсо-
ров с использованием сдвигового эффекта существенно сложнее, 
чем для обычных тензорезисторов на продольном или поперечном 
эффекте. Эти вопросы будут рассмотрены ниже. 

5.4.1. ОБЩИЕ ПОЛОЖЕНИЯ 

В данном разделе рассмотрим расчет выходного сигнала крем-
ниевого сенсора с квазихолловской геометрией (рис. 5.11). При 
этом предположим, что в кремнии имеется один тип носителей то-
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ка и их концентрация не зависит от деформации. На гранях ob  и 
ac  сформированы низкоомные токовые электроды, а на гранях oa  

и bc  – точечные электроды для измерения поперечной разности 
потенциалов. Ток в цепи потенциальных электродов отсутствует, а 
толщина области h  много меньше ее длины и ширины, что реали-
зуется при изготовлении тензопреобразователя методами пленоч-
ной или планарной технологии. 

При выбранной геометрии образца и электродов распределения 
токов и потенциала носят двумерный характер. В системе коорди-
нат, связанной с образцом, закон Ома для деформированного по-
лупроводника можно записать в форме 

 0i ik ik kj E ,      (5.4.5) 

где ij  и kE  – компоненты тока и напряженности электрического 

поля; 0/ik ik  – относительное изменение электропроводно-

сти из-за деформации. 
Изменение электропроводности зависит от характера распреде-

ления механических напряжений по области протекания тока и 
общем случае является функцией координат. Здесь мы рассмотрим 

самый простой случай, когда величины ik  постоянны в пределах 

области oabc .  
При протекании постоянного тока справедливо уравнение не-

прерывности для плотности тока j: 

 1 2

1 2

0
j j

x x
.      (5.4.6) 

Поскольку между напряженностью электрического поля и по-
тенциалом существует связь 
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1 2
x x

x x
E e e ,      (5.4.7) 

где 
1x

e  и 
2xe  – единичные векторы вдоль осей 1x  и 2x , комбини-

руя выражения (5.4.5 и 5.4.7), получаем уравнение для потенциала 
внутри области растекания тока: 

 
2

0, , 1,2ik ik
i k

k i
x x

.      (5.4.8) 
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Величина недиагональной компоненты 12 , возникшей в ре-

зультате анизотропной деформации, как правило, удовлетворяет 
соотношению 

 121 , 1,2ii i .       (5.4.9) 

Это позволяет упростить уравнение (5.4.8) и привести его к виду 

 
2

2
1 0, 1,2ii

i

i
x

.      (5.4.10) 

Введем новые переменные 1 , 1,2
1

i

ii

x
x i , тогда уравне-

ние (5.4.10) сводится к уравнению Лапласа 

 
2 2

2 2
1 2

0
x x

.      (5.4.11) 

При определении граничных условий для деформированного 
сенсора пренебрежем малым изменением его размера и формы. 
Это соответствует учету вклада в сдвиговой эффект только из-
менения электропроводности и хорошо выполняется для полу-
проводников с большими значениями коэффициентов пьезосопро-
тивления. Для токовых электродов ob  и ac  граничные условия 
запишем в виде 

 
1 1

11

0
1

0, a
x x

U .      (5.4.12) 

На боковых гранях нормальная компонента плотности тока 
равна нулю, что приводит к уравнению 

 
2 1 221 22 0x x xj E E .      (5.4.13) 

Учитывая (5.4.5), (5.4.7), из (5.4.13) получаем граничное усло-
вие на боковых гранях 

 12

2 111 11

0
1 1x x

.     (5.4.14) 

Решив уравнение (5.4.11) с учетом граничных условий (5.4.12), 
(5.4.14), можно получить распределение потенциала внутри облас-
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ти растекания, которое будет зависеть от деформации. Выходной 
сигнал сенсора получается как разность потенциалов между по-
тенциальными электродами: 

 в

11 22 11

, , 0
2 1 1 2 1

a b a
U .   (5.4.15) 

Распределение потенциала будем искать в виде суперпозиции 
двух решений: 

 0 1 ,     (5.4.16) 

где 0  – распределение потенциала по области оаbc при отсутст-

вии деформации; 1  – линейная по деформации добавка, описы-

вающая изменение потенциала и определяющая величину выход-
ного сигнала. 

При выбранной геометрии токовых электродов и точечных 
размерах потенциальных электродов в недеформированной облас-

ти растекания тока потенциал 0  имеет распределение, как в 

обычном однородном проводнике: 

 0 111
U

x
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. 

Это выражение для потенциала можно подставить в (5.4.11), 

(5.4.12), (5.4.14) и получить краевую задачу на потенциал 1 . Пре-

небрегая членами, квадратичными по деформации, имеем 
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  (5.4.17) 

Решение этой краевой задачи можно провести методом разде-
ления переменных [26], в результате чего получим 
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, (5.4.18) 
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где 
11 22

;
1 1

a b
A B . 

Используя решение (5.4.18) и формулу (5.4.15), получаем вы-
ражение для поперечной разности потенциалов, являющейся вы-
ходным сигналом для данного типа механических сенсоров: 

 12

221
в

b
U U

a
,      (5.4.19) 
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Функция  описывает влияние геометрических размеров об-
ласти растекания тока oabc  на величину поперечной разности по-
тенциалов. График этой функции представлен на рис. 5.12. Для 
протяженных областей растекания тока, когда / 3a b , функция 
изменяется по закону /b a . В этом случае выходной сигнал 
сенсора может быть представлен в виде выражения 

 12
в

111

b
U U

a
.       (5.4.20) 

По мере уменьшения /a b  воз-
растает напряженность электриче-
ского поля внутри области oabc , 

что приводит к увеличению вU . 

Однако при этом возрастает шун-
тирующее действие токовых элек-
тродов, что уменьшает попереч-
ную разность потенциалов. В 
результате функция  стремится к 
предельному значению = 0.7424, 
которое определяет величину вы-
ходного сигнала 

 12
в

11 22

0.7424
1 1

U U .     (5.4.21) 

Некоторое влияние на значение функции  оказывает деформа-

ция упругого элемента через компоненты 11  и 22 , однако из-за 

0.8

0.6

0.4

0.2

0 1 2 3 4 5 6

Ф

a
b
 

 

Рис. 5.12. Влияние отношения 
сторон области растекания токов 
на величину выходного сигнала 
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того, что на практике хорошо выполняются условия 11 1,  

22 1 , множителем 11

22

1

1
 в функции  можно пренебречь. 

Влияние геометрии токовых и потенциальных контактов на вы-
ходной сигнал является особенностью данного типа механических 
сенсоров по сравнению, например, с обычными тензорезисторами. 

5.4.2. РАЗМЕЩЕНИЕ ТЕНЗОПРЕОБРАЗОВАТЕЛЯ  
НА СДВИГОВОМ ЭФФЕКТЕ НА УПРУГОМ ЭЛЕМЕНТЕ СЕНСОРА 

Выходной сигнал тензопреобразователя на сдвиговом эффекте, 
как следует из (5.4.19), зависит от геометрии области растекания 
тока, разности потенциалов между токовыми электродами и вели-
чины недиагональной компоненты тензора электропроводности 

12 . Величина последней зависит от кристаллографической ориен-

тации и местоположения области растекания тока на упругом эле-
менте. Ее оптимальную ориентацию и местоположение можно оп-
ределить, используя общий подход, развитый в разд. 5.3 для 
обычных тензорезисторов. 

Рассмотрим этот вопрос применительно к сенсору давления с 
упругим элементом в виде квадратной, жесткозащемленной пла-
стины размером 2a , стороны которой ориентированы вдоль на-

правлений [110] и [110] . Максимальный размер прямоугольной 

области растекания тока много меньше размера стороны упругого 
элемента ( )ob a , так что тензопреобразователь можно считать 

точечным и в его пределах механические напряжения однородны. 

Координаты центра области растекания тока обозначим 1x  и 2x , а 

направление протекания тока будем характеризовать углом  
(рис. 5.13). 

Местоположение и ориентация тензопреобразователя, обла-
дающего максимальной чувствительностью, определяются из ре-
шения системы уравнений, следующих из (5.4.22): 

 

12

11 22

12

11 22

0, 1,2,
1 1

0.
1 1

i

i
x

 (5.4.22) 
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х1

х2 х2

х1

х1

х3

 
 

Рис. 5.13. Система координат для описания раз-
мещения тензопреобразователя на сдвиговом 
                                    эффекте 

 
Для описания распределения потенциала в области растекания 

тока применяют систему координат, связанную с ее границами, а 

для механических напряжений – систему координат 1 2x ox , связан-

ную со сторонами упругого элемента. Компоненты тензора отно-
сительной электропроводности в линейном по деформации при-
ближении имеют вид 

12 1 2 44 12 11 6

1 11 12
2 1 44 12 11 6 1 2

sin 2
cos2 ,

2

cos2
1 sin 2 .

2 2

i
ii

T T T

T T T T T

 (5.4.23) 

Если область растекания токов имеет р-тип проводимости, для 

которой справедливо 11 12 0  и 44 0 , то выражение для 

сдвиговой компоненты 12  упрощается: 

 12 1 2 44

sin 2

2
T T .     (5.4.24) 

Тогда уравнение на оптимальную угловую ориентацию в сис-
теме (5.4.22) имеет решения / 4  и 3 / 4 , соответствующие 

ориентации сторон вдоль оси [100] и [010] . Для этих углов диаго-

нальные компоненты 11  и 22  обращаются в нуль. 

Максимального значения разность 1 2T T  достигает на середи-

нах краев упругого элемента 1 2 2 1( 0, ; 0, )x x a x x a , где 

между механическими напряжениями существует соотношение 
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2 1T T . Поэтому максимальный выходной сигнал тензопреобра-

зователя на сдвиговом эффекте в рассматриваемом случае равен 

 в 44 1

1

2

b
U U T

a
.     (5.4.25) 

На рис. 5.14 приведена схема раз-
мещения области растекания тока, 
соответствующей уравнению (5.4.25). 

Этот вариант размещения соот-
ветствует решению уравнения 

(5.4.22) 4 . 

При расположении, соответст-
вующем углу 3 / 4 , знак выход-
ного сигнала меняется на противопо-
ложный. 

Максимальная чувствительность 
сенсора на сдвиговом эффекте оказы-
вается меньше, чем у сенсора с при-
менением тензорезистивного моста. 

Учитывая выражения (5.3.2), (5.3.12) и (5.4.25), получаем 

 в

вм

U b

U a
,     (5.4.26) 

где вмU – выходной сигнал тензорезистивного моста. 

Поскольку ( / ) 0.7424b a , предельно возможная чувстви-

тельность сенсора на сдвиговом эффекте оказывается, как мини-
мум, на 25 % меньше, чем у тензорезистивного моста. 

5.4.3. ТЕНЗОПРЕОБРАЗОВАТЕЛИ НА СДВИГОВОМ ЭФФЕКТЕ  
ТИПА «ГРЕЧЕСКИЙ КРЕСТ» 

Тензопреобразователи на сдвиговом эффекте могут иметь са-
мые разнообразные формы области растекания токов и расположе-
ния контактов, что отражается на электрических характеристиках 
сенсора. Аналогия с холловскими сенсорами показывает, что наи-
большую практическую ценность представляют структуры, у кото-
рых область растекания токов и расположение контактов имеют 
ось симметрии второго или четвертого порядков. 

х2[110]

х1

[110]

[010]

 
Рис. 5.14. Оптимизированная 
схема размещения тензопре-
образователя на сдвиговом 
                  эффекте 
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Рис. 5.15. Структуры на сдвиговом эффекте с осями симметрии вто-
рого (а) и четвертого (б) порядков 

 
В структуре, приведенной на рис. 5.15, а, ширина потенциаль-

ных контактов конечна, 2 0с . Эти контакты выравнивают рас-
пределение потенциала вдоль верхней и нижней границ прямо-
угольной области растекания тока, что при длинах контактов c a  
приводит к уменьшению полезного выходного сигнала. В реаль-
ных холловских сенсорах отношение сторон /a b  и ширину по-
тенциальных контактов выбирают из условий [27] 

 1.5, 0.15.
a c

b a
        (5.4.27) 

При таких размерах контактов их влияние на величину выход-
ного сигнала невелико, поэтому теоретический анализ, приведен-
ный в предыдущем разделе, сохраняет силу. 

Микроэлектронная технология позволяет изготавливать струк-
туры и с меньшими значениями /c a , чем это рекомендовано фор-

мулой (5.4.27). При этом, однако, возрастает сопротивление сенсо-
ра относительно потенциальных электродов (выходное сопротив-
ление). В практике изготовления магнитных сенсоров большое 
распространение получили симметричные структуры типа «грече-
ский крест» (рис. 5.15, б). В таких преобразователях токовые и по-
тенциальные контакты находятся в симметричных электрических и 
тепловых условиях, а влияние потенциальных электродов сводится 
до малых значений, которые трудно достичь, применяя структуры 
с прямоугольной областью растекания тока. 

Проектирование тензопреобразователей типа «греческий крест» 
радикально отличается как от рассмотренного выше тензопреобра-
зователя с прямоугольной областью растекания тока, так и обыч-
ных тензорезисторов. Это обусловлено сложной геометрией поля 
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растекания тока в недеформированной структуре, определение ко-
торого само представляет не простую задачу. В данном разделе 
кратко описан способ определения характеристик тензопреобразо-
вателей типа «греческий крест», использующий методику кон-
формных преобразований [28]. 

В основу способа положены две исходные посылки. Во-пер-
вых, в тензопреобразователях на сдвиговом эффекте холловскому 
углу магнитных сенсоров соответствует угол , определяемый из 

(5.4.3) и (5.4.14) соотношением 

 12

11 22

tg
1 1

.      (5.4.28) 

Если величину  измерять в радианах, 
2

m , 0 1m , то 

тензорезистивные преобразователи, в отличие от магнитных, соот-
ветствуют случаю малых , 0m  и tg  . Во-вторых, величи-

ны деформации упругого элемента малы, поэтому искажением 
формы области растекания тока можно пренебречь.  

Обе посылки позволяют применять для расчетов характеристик 
тензопреобразователей метод конформных отображений, хорошо 
зарекомендовавший себя для магнитных сенсоров. В соответствии 
с этим методом «греческий крест» можно отобразить на единич-
ную окружность с симметричными контактами, характеризуемыми 
углом  (рис. 5.16): 

Для области растекания тока в форме круга Wersnel [29] полу-
чил решение в виде 

 34

12

, tg
V d

C m
I

,      (5.4.29) 

I
x1 2

3

4

I

x

1

2

x

x

1

2

II

1 2

3

4

 
 

Рис. 5.16. Конформное отображение «греческого креста»  
на круг 
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где  – объемное удельное сопротивление материала в области 

растекания тока; d – ее толщина; ( , )C m  – табулированная функ-

ция, учитывающая размер контактов и величину магнитного поля. 
Поскольку правая часть (5.4.29) является инвариантом при 

конформном преобразовании, задача расчета выходного сигнала 
для преобразователя в форме «греческого креста» сводится к уста-
новлению связи между параметрами креста и углом  для круга. 

Будем далее характеризовать «греческий крест» параметром , 
равным отношению длины контактов к периметру: 

 
1

2( / ) 1h k
. 

Для тензопреобразователя на сдвиговом эффекте эквивалентом 
формулы (5.4.29) будет 

 34 12

12 11 22 11 221 1

V d
F

I
,     (5.4.30) 

где 11 и 22  – удельные сопротивления вдоль лучей 1x  и 2x  кре-

ста; ( )F  – геометрическая поправочная функция, в которой по-

ложено 0m . 
Поскольку влиянием деформации на геометрию креста пренеб-

регается, функция ( )F  имеет одинаковый вид для магнитных 

(при малых полях) и для механических сенсоров на сдвиговом эф-
фекте. 

Связь между параметром  для креста и углом  для круга да-
ется соотношениями 

 A H ,       (5.4.31) 

 

1
1 4

8 4
0

1

2 cos 4 1

s ds
A
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dp
H

p
. 



Глава 5. ФИЗИЧЕСКИЕ ВОПРОСЫ ПРОЕКТИРОВАНИЯ СЕНСОРОВ… 350 

При углах 19  и 1x  поправочная функция ( )F  может быть 

представлена формулой 

 1 7.896exp 0.5 /F . 

На рис. 5.17 представлена поправочная функция для разных 
значений  «греческого креста». Видно, что до значений 0.3  
шунтирующее действие электронов не превышает 5 %. 

 

1

0.8

0.6

0.4
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

F

lp/ =  
 

Рис. 5.17. Поправочная функция для «греческо-

го креста»  

 
Входное и выходное сопротивления являются важнейшими ха-

рактеристиками тензопреобразователя как элемента электрической 
схемы. В силу симметрии формы и изотропии удельного сопро-

тивления недеформированного кремния они равны 11 22z z : 

 11 12 12z U I , 

где 12U  и 12I  – входное напряжение и ток. 

В недеформированном состоянии ось 2x  является эквипотен-

циалью 12 2U  для «греческого креста». При конформном ото-

бражении на круг (см. рис. 5.16) ось 2x  сохраняет свойства экви-

потенциальности. Учитывая это, входное сопротивление круга с 
симметричными контактами можно рассматривать как сумму двух 
последовательно соединенных половинок круга с контактами, ука-
занными на рис. 5.18. 
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Рис. 5.18. Определение входного сопротивления круга 

 
Сопротивление каждой половинки определяется методом кон-

формных отображений [29]. В результате имеем 

 

2
1

11
1

1K k

z K
d K k d

,    (5.4.32) 

где K  – полный эллиптический интеграл с модулем 1k (аналогич-

но 2
11 k ): 

 
2

1
2

0 11 sin

dt
K k

k t
.     (5.4.33) 

Модуль 1k  для интеграла (5.4.33) определяется через угол  

при отображении креста на круг: 

 1 tgk ,    
4

.       (5.4.34) 

Отношение интегралов в правой части (5.4.32) представляет 
коэффициент формы области растекания тока. Если учесть, что 

/s d  есть поверхностное сопротивление, то входное и выход-

ное сопротивления «греческого креста» равны 

 11 22 Sz z K .     (5.4.35) 
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Для оценки коэффициента формы K  можно воспользоваться 

приближенным выражением, приведенным в [30]: 

    

1

1 2
11

1
1

1

1

11
ln 2 , 0 0,

11

11
ln 2 , 0.7 1.

1

k
k

kK k

K
K k

k
k

k

 (5.4.36) 

Ошибка приближения (5.4.36) не превосходит 0.01 %. 
Деформация упругого элемента приводит к слабому изменению 

входного сопротивления. В этом случае входное сопротивление 
может быть определено из формулы, аналогичной (5.4.32): 

 

2
1

11 22
11

1

1K k

z
d K k

,      (5.4.37) 

где 11 и 22  – удельные сопротивления вдоль лучей креста. 

5.5. ТЕНЗОРЕЗИСТИВНЫЙ ЭФФЕКТ  
В ПОЛИКРИСТАЛЛИЧЕСКОМ КРЕМНИИ 

Начиная с середины 70-х годов внимание разработчиков меха-
нических сенсоров привлек поликристаллический кремний как ма-
териал для тензорезисторов. Хотя исследования поликристалличе-
ского кремния проводились и ранее, но сколько-нибудь заметное 
применение поликремний нашел только после создания специаль-
ной технологии его изготовления, получившей название метода 
химического парового осаждения при низком давлении (LPCVD). 

Суть метода состоит в пропускании газа силана 4SiH  при дав-

лении 0,5…1 мм рт. ст. над кремниевыми пластинами, находящи-
мися в кварцевой трубе при температурах 600…800 °С. Силан при 
этом разлагается в соответствии с реакцией  

 4 2SiH Si + 2H . 

Изменяя длительность процесса осаждения, можно управлять тол-
щиной полученных пленок в диапазоне 0.2…0.7 мкм. Метод по-
зволяет получать пленки с воспроизводимыми электрофизически-
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ми свойствами. Временная стабильность характеристик поликри-
сталлического кремния является принципиально важным фактором 
для механических сенсоров. Исследования показывают, что изме-
нение сопротивления резисторов при температуре 125 °С за время 

1000 ч не превышает 35 10  [31–33]. 
Поликремниевые тензорезисторы имеют два преимущества пе-

ред монокристаллическими. Поликремний осаждается обычно на 
пленку двуокиси кремния, которая предварительно создается на 
поверхности кремниевой пластины. Двуокись кремния – отличный 
изолятор, поэтому поликремниевые тензорезисторы могут рабо-
тать при значительно более высоких температурах, чем тензорези-
сторы с изоляцией p-n-переходами. В качестве верхней границы 
рабочего диапазона температур в литературе указывается 300 °С. 

Другое важное преимущество поликремниевых тензорезисто-
ров состоит в возможности их создания на предварительно покры-
той диэлектриком металлической поверхности упругого элемента. 
Применение металлических упругих элементов упрощает конст-
рукцию механических сенсоров и повышает их надежность. 

Недостатком поликремниевых тензорезисторов является их 
меньшая (примерно в 1.5-2 раза) чувствительность, чем у монокри-
сталлических. Поэтому разработчикам приходится сравнивать дос-
тоинства и недостатки поликремниевых резисторов, однако при-
менение поликремниевых тензорезисторов в механических 
сенсорах продолжает расширяться. 

5.5.1. ОСОБЕННОСТИ ЭНЕРГЕТИЧЕСКОГО СПЕКТРА 
ПОЛИКРИСТАЛЛИЧЕСКОГО КРЕМНИЯ 

Поликристаллический кремний имеет две особенности строе-
ния кристаллографической структуры, которые определяют отли-
чие его электрофизических свойств в сравнении с монокристалли-
ческим кремнием. 

Во-первых, поликристаллический кремний состоит из множе-
ства отдельных кристаллов (кристаллитов), имеющих различную 
кристаллографическую ориентацию. Внутри кристаллита атомы 
расположены строго периодически, как в монокристалле кремния. 

Во-вторых, на поверхности кристаллита находятся локализо-
ванные состояния, получившие название ловушек. Их возникнове-
ние может быть связано с оборванными валентными связями ато-
мов поверхности кристаллитов. Концентрация ловушек и их 
энергетическое положение являются до сих пор предметом иссле-
дований. Имеющиеся экспериментальные данные указывают на то,  
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Рис. 5.19. Модель кристаллической структуры поликремния 

 
что уровни ловушек расположены вблизи середины запрещенной 

зоны, а их концентрация составляет 12 23...4 10 см . Первоначально 

ловушки нейтральны, а затем захватывают свободные носители 
заряда из объема кристаллита, образуя неподвижный заряд, лока-
лизованный на поверхности кристалла. 

В реальных поликристаллах кристаллиты имеют различные 
размеры и форму. Для упрощения физической модели обычно 
предполагается, что все кристаллиты имеют одинаковые размеры 
L , а толщина пленки равна толщине кристаллита [34]. Эта модель 
изображена на рис. 5.19. Энергетические диаграммы, приведенные 
на этом рисунке, относятся к важному с практической точки зре-
ния случаю, когда поликремниевые пленки, имеют р-тип проводи-
мости.  

Захват подвижных носителей заряда из кристаллитов приводит 
к образованию вблизи поверхности области обеднения. При этом 
на зонной диаграмме появляются потенциальные барьеры, ширина 
и высота которых зависят от концентрации ловушек и свободных 
носителей заряда в кристаллитах. Зависимость высоты барьера от 
концентрации свободных носителей заряда является очень резкой, 
что видно из табл. 5.3. 

Для концентраций ловушек, больших 5 
. 
10 см

–3
, высота потен-

циального барьера практически равна нулю. 
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Т а б л и ц а  5.3 

Некоторые характеристики границы кристаллитов 

Уровень концентрации, 

см–3 

Высота барьера,  

эВ 

Концентрация ловушек, 

см–2 

5 1018 

1 1019 

5 1019 

0.0335 

0.022 

0.005 

2.98 1012 

3.41 1012 

3.64 1012 

 

5.5.2. ЭЛЕКТРОФИЗИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА  
ПОЛИКРИСТАЛЛИЧЕСКОГО КРЕМНИЯ 

Представленная энергетическая диаграмма поликристалличе-
ского кремния позволяет объяснить качественные особенности его 
электрофизических характеристик. Из-за наличия областей обед-
нения сопротивление пленок поликристаллического кремния при 
равной степени легирования оказывается всегда больше, чем у мо-
нокристаллических пленок. Сопротивление поликремниевых пле-
нок можно представить в виде суммы 

 к бR R R ,       (5.5.1) 

где кR  и бR  – суммарные сопротивления кристаллов и областей 

обеднения (барьеров). По мере роста уровня легирования пленок 
сопротивление кристаллитов уменьшается, при этом сопротивле-
ние областей обеднения уменьшается еще больше. При концентра-
ции легирующей примеси (бора) больше 5

 . 
10

19
 см

-3
 удельное сопро-

тивление поликремниевой пленки приближается к сопротивлению 
монокристаллического кремния, оставаясь, однако, всегда больше. 

Распределение по поликристаллической пленке легирующей 
примеси зависит от ее вида. Такая примесь, как бор, равномерно 
распределяется по объему кристаллитов и межкристаллическому 
пространству. Для фосфора наблюдается эффект сегрегации: фос-
фор имеет тенденцию накапливаться в межкристаллическом про-
странстве. Сегодня для изготовления сенсоров используются толь-
ко поликристаллические пленки, легированные бором, причем с 
высокой степенью легирования (около 4 

. 
10

19
 см

–3
 и более). 

Температурная зависимость сопротивления поликристалличе-
ских пленок имеет две составляющие: одна определяется кристал-
литом, а другая – границей его поверхности. Из формулы (5.5.1) 
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следует, что температурный коэффициент сопротивления  (ТКС) 
пленки может быть представлен в виде 

 б бк к

к б к к б б

1 1 1R dRR dRdR

R dT R R R dT R R R dT
 

или 

 бк
к б

к б к б

RR

R R R R
,    (5.5.2) 

здесь к
к

к

1 dR

R dT
 – ТКС кристаллита, б

б
б

1 dR

R dT
 – температурный 

коэффициент сопротивления области обеднения (барьера), 
1 dR

R dT
 – 

температурный коэффициент сопротивления пленки. 
Для интересного с практической точки зрения диапазона тем-

ператур выше –100 K к определяется рассеянием носителей тока 
на колебаниях кристаллической решетки и имеет положительный 

знак. Температурный коэффициент барьера  б – отрицательная 

величина. Это связано с тем, что более разогретым и, следователь-
но, более быстрым частицам легче преодолевать потенциальный 
барьер на границе зерен. 

Меняя степень легирования пленки, можно изменить соотно-

шение между сопротивлением кристаллитов кR  и барьеров бR  и 

управлять, таким образом, величиной ТКС. Можно получить плен-
ки с ТКС любого знака, в том числе и с  = 0, что очень важно в 
практическом отношении. Такого разнообразия в поведении ТКС в 
рассматриваемом диапазоне концентраций примеси у монокри-
сталлического кремния нет. 

Деформация поликремниевой пленки приводит к изменению 
сопротивления как кристаллитов, так и областей обеднения вблизи 
границ кристаллитов. Поэтому общая тензочувствительность име-
ет две составляющие: 

 бк
к б

к б к б

RR
S S S

R R R R
,     (5.5.3) 

здесь к
к

к

1 dR
S

R d
 – тензочувствительность кристаллита, 

б
б

б

1 dR
S

R d
 – тензочувствительность барьера, 

1 dR
S

R d
 – тен-

зочувствительность пленки. 
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Физические причины изменения сопротивления кристаллита 
под действием деформации такие же, что и в монокристаллическом 
кремнии. Важной особенностью поликристаллических пленок яв-
ляется различная кристаллографическая ориентация кристаллов. 
Это приводит при вычислениях общей тензочувствительности к 
необходимости усреднения по угловой ориентации отдельных кри-
сталлитов: 

 к к , , , ,S S f d d d , 

где , ,  – углы, описывающие кристаллографическую ориен-

тацию кристаллитов; ( , , )f  – усредняющая функция, завися-

щая от текстуры пленки. 
В простейшем случае хаотической ориентации кристаллитов 

2 1(4 )f , однако структура пленки зависит от условий изготов-

ления и вид этой функции требует отдельного исследования. 
Физические причины тензочувствительности области барьеров 

исследованы к настоящему времени недостаточно. Весьма распро-
странена точка зрения, согласно которой границы зерен не дают 
вклада в тензочувствительность. При этом ключевым моментом 

является то, что при 195 10N  см
3
 высота потенциального бapьера 

равна нулю. В этом случае вся тензочувствительность обязана сво-
им происхождением только кристаллитам: 

 к
к

к б

R
S S

R R
.    (5.5.4) 

Действие границ зерен учитывается последним множителем. 
Другие экспериментальные данные указывают на существен-

ный вклад области границ кристаллитов [35]. В табл. 5.4 приведены 
результаты исследований поликремниевых тензорезисторов p-типа, 

легированных с концентрацией 4 10
19

 см
–3

. 
 

Т а б л и ц а  5.4 

Тензочувствительность кристаллов и барьеров поликристаллической  
пленки 

Элемент 
структуры 

Тензочувствительность 
 

продольная поперечная 

Кристаллит   
Барьер  

51.5 

24.3 

– 12.5 

– 2.3 

15  10–4 

– 5.37  10–4 
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Различный вклад кристаллитов и барьеров в общую тензочув-
ствительность делает очень важным рациональный выбор степени 
легирования поликремниевых пленок. Теоретические и экспери-
ментальные исследования показывают, что максимальная величина 
абсолютной тензочувствительности достигается при концентраци-
ях 2…4 

. 
10

19
 см

–3
 при легировании бором. При меньшей степени 

легирования тензочувствительность уменьшается из-за большой 
роли межкристаллитных барьеров, а при большей степени легиро-
вания – из-за влияния вырождения электронного газа. 

Если электронный газ не вырожден, то его средняя энергия, 
приходящаяся на одну частицу, пропорциональна температуре и 

3

2
E kT . Тензочувствительность пропорциональна отношению 

 
3

~
2

S E kT , 

где E  – изменение энергии электронов под влиянием деформации. 
Однако по мере роста степени легирования кинетическая энер-

гия, приходящаяся на один электрон, начинает зависеть от их кон-
центрации: 

 
3

( )
2

E kT F N , 

где ( )F N  – добавка, зависящая от концентрации электронов. Для 

концентрации легирующей примеси больше 5 
. 
10

19
 см

–3
 добавка 

сравнима с первым слагаемым. Тензочувствительность начинает 
при этом снижаться: 

 ~
( )

E
S

F N
. 

На рис. 5.20 приведены концентрационные зависимости про-
дольной и поперечной тензочувствительностей пленок, имеющих 
три различных текстуры. В рассматриваемых пленках предполага-
ется, что одна из осей кристаллов направлена по нормали к пленке, 

например 111 , 100  или 110 . Остальные оси имеют произ-

вольную ориентацию в плоскости. Результаты расчетов [32] согла-
суются с экспериментальными данными в пределах 15…20 %. 

Тензочувствительность и сопротивление поликристаллических 
пленок зависят от размеров кристаллитов. Увеличение их размеров 
повышает тензочувствительность и уменьшает сопротивление пленок  
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Рис. 5.20. Концентрационные зависимости тензочувст-
вительности поликремния 

 

через множитель к к б/( )R R R . Увеличение размеров кристаллитов 

можно осуществить различными путями, например лазерной пере-
кристаллизацией. 

5.6. МНОГОЭЛЕМЕНТНЫЕ ТЕНЗОПРЕОБРАЗОВАТЕЛИ 

При разработке интегральных тензопреобразователей прихо-
дится решать ряд задач, связанных с увеличением тензочувстви-
тельности, уменьшением начального разбаланса и влияния темпе-
ратуры, согласования с последующей измерительной цепью и т.д. 
Чаще всего эти проблемы решают оптимизацией технологии изго-
товления элемента, а в качестве измерительной используют мосто-
вую схему первого порядка. Однако интегральная технология по-
зволяет изготавливать и более сложные тензочувствительные 
схемы без заметного увеличения их стоимости. Рассмотрим воз-
можности некоторых из них. 

5.6.1. ТЕНЗОЧУВСТВИТЕЛЬНЫЕ СХЕМЫ  
С ЦЕПОЧЕЧНОЙ СТРУКТУРОЙ 

Схема включения тензорезисторов в цепь показана на рис. 5.21. 

На чувствительном элементе резисторы 1R  и 2R  должны распола-

гаться так, чтобы при деформации они получали приращения раз-
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ных знаков. Коэффициент передачи данной схемы K определяется 
выражением [36] 

 

1

2

0

n
n q qn
n q

q

U
K C

E
,       (5.6.1) 

где 1 2/R R ; n  – число элементарных звеньев; n q
n qC  – число со-

четаний n q элементов по n q . 

Если использовать дифференциальное включение двух цепо-

чечных схем (с переменой 1R  и 2R  местами), можно получить ну-

левой начальный выходной сигнал. При этом зависимость диффе-
ренциального выходного напряжения от деформации может быть 
представлена в виде 

 мn nU U R ,        (5.6.2) 

где мU  – выходное напряжение моста первого порядка при пита-

нии от генератора напряжения; nR  – параметр, слабо зависящий от 

деформации. Заметим, что при 1n  схема становится эквивалент-
ной мосту первого порядка. 

Зависимость nR  от числа элементарных звеньев в одной полови-

не схемы при 1  приведена на рис. 5.21 (кривая 1). Как следует из 

рисунка,  тензочувствительность цепочечной схемы при увеличении  
 

8

6

4

2

0

2

1

1 2 3 4 

R   ,

E

n

UnR

R1 R1

2 R2 

–1

n 
 

Рис. 5.21. Зависимости параметров 
цепочечных схем от числа элемен-
              тарных звеньев:  

кривая 1 – 1
nR , 2 – n  
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числа звеньев уменьшается. Однако в ряде случаев для измеритель-
ной системы наряду с дифференциальным выходным сигналом 
важным является и значение синфазной составляющей выходного 

напряжения тензосхемы nU . У мостовой схемы первого порядка 

синфазное выходное напряжение равно 0.5Е, а величина полезного 
дифференциального сигнала может быть в тысячи раз меньше. Это 
делает необходимым использование измерительных систем с ко-
эффициентом подавления синфазного сигнала более 60 дБ. У це-

почечных же схем nU  может быть существенно меньшей 0.5Е. По 

этому параметру цепочечные схемы превосходят мостовые.  
Анализ показывает, что отношение дифференциального выход-

ного напряжения к синфазному для цепочечных схем имеет вид 

 n M
n

n

U U

U E
.         (5.6.3) 

Зависимость параметра n  от n  приведена на рис. 5.21 (кривая 2). 

Рост n  при увеличении n  показывает, что уменьшение синфазно-

го выходного напряжения с увеличением числа звеньев цепочеч-
ной схемы происходит почти в два раза быстрее, чем дифференци-
ального. Так, при 2n  дифференциальный выходной сигнал 
уменьшится в 1.25 раза, а синфазное выходное напряжение – в 
2.5 раза. Таким образом, цепочечные схемы позволяют значитель-
но улучшить соотношение между полезным сигналом и синфазным 
выходным напряжением. 

Кроме того, статистические расчеты показывают, что исполь-

зование цепочечных схем должно в среднем в n  раз увеличивать 

отношение полезного сигнала к среднеквадратичному отклонению 
начального выходного напряжения, вызванного разбросом сопро-
тивлений тензорезисторов, по отношению к мосту первого поряд-
ка. Так, при 2n  следует ожидать уменьшения начального разба-
ланса в среднем в 1.75 раза (полезный сигнал тоже уменьшится в 
1.25 раза) по отношению к мосту первого порядка. Таким образом, 
с точки зрения величины начального разбаланса цепочечные схемы 
лучше мостовых. 

Следует, однако, заметить, что с увеличением n  растет пло-
щадь, занимаемая схемой, а следовательно, уменьшается корреля-
ция между параметрами тензорезисторов. Отметим, что в цепочеч-
ных схемах токи в ветвях неодинаковы, что тоже необходимо 
учитывать при проектировании схем на их основе. 
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5.6.2. МНОГОЭЛЕМЕНТНЫЕ МОСТОВЫЕ СХЕМЫ 

Включение тензорезисторов по схеме многоэлементного моста 
показано на рис. 5.22. Как и в предыдущем случае, при воздейст-

вии измеряемого параметра приращения 1R  и 2R  должны иметь 

разные знаки. Зависимость дифференциального выходного напря-

жения 1 2NU U U  от деформации и в этом случае удобно пред-

ставить в виде (5.6.2), где N – количество резисторов, включенных 

вдоль одной стороны квадрата. Изменение NR  при увеличении 

N показано на рис. 5.22 (кривая 1). Для сравнения на этом же ри-

сунке приведена зависимость NR  от числа элементарных звеньев 

для цепочечной схемы (кривая 2). Видно, что падение тензочувст-
вительности по мере увеличения количества элементов у много-
элементных мостовых схем происходит медленнее. Однако синфаз-

ная составляющая выходного напряжения у этих схем 0.5 EnU . 

Поэтому, несмотря на возможность уменьшения средней величины 
напряжения начального разбаланса, данная схема представляет ин-
терес скорее в теоретическом плане, так как является основой для 
целого семейства мостовых схем. Анализ показывает, что характе-
ристики базовой многоэлементной мостовой схемы могут быть су-
щественно изменены. Например, увеличение проводимости рези-
сторов, подсоединенных к узлам, на которые подается напряжение 
питания, позволяет увеличить тензочувствительность схемы. На 

рис. 5.22 (кривая 3) представлена зависимость NR  от N  для много-

элементной мостовой схемы, у которой проводимости этих резисто-
ров увеличены в два раза. В этом случае рост тензочувствительности 
по отношению к базовой схеме превышает 15 %. 

В работе [37] описана еще одна разновидность базовой схемы – 
многократные мосты. Эти схемы содержат четное число полных 

мостов первого порядка и 
14 2 1n

 дополнительных резисторов 

с удвоенной начальной проводимостью. Как показывает анализ, 
использование таких схем должно приводить к уменьшению на-
чального разбаланса по отношению к начальному разбалансу моста 

первого порядка в среднем в 2 1n  раз (здесь n  – порядок мос-
та). Тензочувствительность данных схем равна тензочувствитель-
ности моста первого порядка. 

При использовании многократных мостов с нечетным чис-

лом полных мостов первого порядка и 24( 1)n  дополнительных  
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Рис. 5.22. Зависимость относительной тензо-
чувствительности многоэлементных схем от 
числа элементарных звеньев; на вставке – 
включение тензорезисторов по схеме много-
                        элементного моста 

 

резисторов можно получить тензочувствительность даже выше, 

чем у мостовой схемы первого порядка. Эти схемы содержат 24n  
резисторов ( 1,2,3,...n – порядок моста), а выигрыш в чувстви-

тельности появляется за счет дополнительного перераспределения 
токов. Работа такого моста второго порядка рассмотрена в [38]. 
Выигрыш в чувствительности в этом случае равен 22 %.  

Многократные мосты с нечетным числом мостовых схем пер-
вого порядка являются частным случаем модифицированных мно-
гоэлементных мостов, которые получаются из базовой схемы зако-
рачиванием части резисторов, начиная с угловых, как показано на 
рис. 5.23. 

Можно выделить две разновидности таких мостов: первая – ко-
гда закорачивание резисторов осуществляется квадратами симмет-
рично по всем углам, вторая – когда закорачивание резисторов 
осуществляется только по углам, к которым подводится напряже-
ние питания. В обоих случаях можно варьировать два параметра: 
N – количество резисторов, включенных вдоль одной стороны со-
ответствующего базового многоэлементного моста, и m – количе-
ство резисторов, закороченных вдоль одной стороны угла, причем 

3,N  2 ( 1)m N . 
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Рис. 5.23. Зависимость относительной тензо-
чувствительности модифицированных мно-
             гоэлементных мостов N: 

1, 3 – для мостов первой разновидности; 2, 4 – для мос-
                     тов второй разновидности 

 
Если дифференциальный выходной сигнал представить в виде 

(5.6.2), то для характеристики тензочувствительности можно ис-
пользовать параметр R . Зависимости R  от N  при разных m  для 
модифицированных мостовых схем приведены на рис. 5.23. Кри-
вые 1 и 3 относятся к первой разновидности таких мостов, 2 и 4 – 
ко второй. Во всех случаях наблюдается падение тензочувстви-
тельности с увеличением N , однако это падение существенно 
меньше, чем на рис. 5.22. Отметим также, что вторая разновид-
ность модифицированных мостовых схем имеет бо́льшую тензо-
чувствительность, чем первая, причем эта разница тем больше, чем 
меньше N . Рост тензочувствительности наблюдается и с увеличе-
нием m . Во всех случаях возрастание тензочувствительности обу-
словлено возрастанием полного тока и его перераспределением 
внутри схемы. Дополнительно перераспределить ток внутри схемы 
можно, изменяя . 

5.6.3. РАСПРЕДЕЛЕННЫЕ ЧУВСТВИТЕЛЬНЫЕ ЭЛЕМЕНТЫ 

Интегральная технология позволяет изготавливать и так назы-
ваемые распределенные тензочувствительные элементы [39–41], 
особенность которых состоит в том, что в них не выделяются от-
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дельные элементы. Работает вся схема в целом. При деформации 
изменяется конфигурация линий тока, что и приводит к изменению 
выходного напряжения, причем изменение конфигурации линий 
тока может быть вызвано как неоднородностью поля деформации 
[39], так и анизотропией тензоэффекта. 

Обычно тензочувствительность таких элементов лишь прибли-
жается к тензочувствительности мостов первого порядка [39, 40]. 
Анализ показал, что это обусловлено начальной конфигурацией 
линий тока и наличием растекания. Часть тока течет в направлени-
ях, не оптимальных с точки зрения максимума тензоэффекта. Од-
нако, изменив топологию элемента, можно добиться увеличения 
тензочувствительности. Например, если в качестве тензочувстви-
тельного элемента использовать тонкую квадратную пластину с 
точечными контактами по углам (рис. 5.24), то при выключении из 
проводимости (травлением или диффузией примеси другого типа) 
средней части пластинки ее тензочувствительность будет увеличи-
ваться и приближаться к тензочувствительности моста первого по-
рядка. Происходит ориентация линий тока вдоль боковых сторон 
пластинки, причем с увеличением размеров контактов тензочувст-
вительность будет расти быстрее. 
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Рис. 5.24. Зависимость относительной 
тензочувствительности распределенных 
тензочувствительных элементов от 
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Изменение начальной конфигурации линий тока можно полу-
чить, не меняя проводимости пластинки, а лишь изменяя размеры 
и конфигурацию контактов [41, 42]. Расчеты показывают, что па-
раметр R для структуры, топология которой показана на рис. 5.24, 
при увеличении размеров контактов будет увеличиваться, прибли-
жаясь к единице (кривая 1). Этот эффект проявится еще сильнее, 
если потенциальные контакты сделать точечными (кривая 2). Заме-
тим также, что при уменьшении размеров потенциальных контак-
тов несколько увеличится входное сопротивление элемента и 
уменьшится полный потребляемый ток. Кроме того, расчеты пока-
зывают, что распределенные чувствительные элементы с квадрат-
ной топологией должны иметь меньшие значения напряжения на-
чального разбаланса, чем мосты первого порядка. 

Следует отметить, однако, что в отличие от многоэлементных 
схем достоинства распределенных чувствительных элементов мо-
гут быть реализованы полностью лишь при определенных полях 
деформации, кроме того, распределенные чувствительные элемен-
ты имеют повышенный ток потребления. 

На основании вышесказанного можно сделать следующие вы-
воды. 

1. Применение многоэлементных тензочувствительных схем 
позволяет повысить величину полезного сигнала, уменьшить на-
пряжение начального разбаланса и синфазное напряжение по от-
ношению к соответствующим характеристикам моста первого по-
рядка. 

2. Характеристики многоэлементных тензочувствительных 
схем определяются их конфигурацией и соотношением параметров 
применяемых компонентов. 

3. Характеристики распределенных тензочувствительных эле-
ментов зависят от конфигурации элемента, размеров, формы и ме-
сторасположения контактов. 
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ТЕХНИЧЕСКАЯ РЕАЛИЗАЦИЯ  
КОМПОНЕНТОВ МИКРОСИСТЕМ 

В данной главе приведены типичные варианты компонентов 
микросистемной техники, которые иллюстрируют особенности их 
конструкций и технологий изготовления. Для количественного ана-
лиза преобразовательных характеристик может быть использована 
теория, представленная в предыдущих главах. 

6.1. СЕНСОР АБСОЛЮТНОГО ДАВЛЕНИЯ  
НА ЭФФЕКТЕ ИЗМЕНЕНИЯ ЕМКОСТИ 

6.1.1. ЕМКОСТНОЙ ПРИНЦИП ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 

Емкостной принцип преобразования при измерениях давлений 
или ускорений заключается в изменении расстояния между двумя 
обкладками конденсатора при механическом воздействии. Измене-
ние расстояния происходит за счет прогибов одной из обкладок, 
которая конструктивно представляет собой тонкую, жесткозащем-
ленную пластинку (диафрагму) кремния. Второй неподвижный 
электрод обычно изготавливают из стекла или кремния (рис. 6.1). 

Если d – первоначальное расстояние между обкладками плос-
кого конденсатора, а ( )w xy  – смещение (прогиб) подвижного элек-

трода в точке с координатами ( , )x y  под влиянием измеряемой ме-

ханической величины, то изменение емкости конденсатора будет 
равно 

 0 0

S

dxdy S
C

d w xy d
, (6.1.1) 
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q
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2

3

4

5  
 

Рис. 6.1. Структура емкостного сен-
сора давления: 

1, 5 – металлические электроды, 2 – подвиж-
ный электрод, 3 – изолятор, 4 – неподвижный 
                               электрод 

 
где  – относительная диэлектрическая проницаемость среды ме-

жду обкладками конденсатора; 12
0 8.85 10 /м  – диэлектриче-

ская постоянная в системе СИ; 0
0

S
C

d
 – начальная емкость 

плоского конденсатора. 
В качестве среды между электродами конденсатора для сенсо-

ров абсолютного давления обычно выступает воздух либо вакуум. 
Относительная диэлектрическая проницаемость газов, входящих в 
состав воздуха, близка к единице: у газообразного водорода 

1.00027 , кислорода 1.00065 , у азота 1.00068 . На практи-
ке относительная диэлектрическая проницаемость воздуха, так же 
как и вакуума, принимается равной единице [1]. Если подвижный 
электрод перемещается на малое расстояние w d d , остава-
ясь параллельным самому себе, то чувствительность такого сенсо-
ра, как это следует из (6.1.1), будет равна 

 0 2

C S

d d
.    (6.1.2) 

Очевидно, что для создания сенсора с высокой чувствительно-
стью следует увеличить площадь обкладок конденсатора и умень-
шить расстояние между ними. Оба фактора имеют конструктивные 
и технологические ограничения, связанные с точностью и воспро-
изводимостью размера зазора d  и ограничениями на площадь сен-
сора на кристалле. 

Нелинейная зависимость в (6.1.1) между изменением емкости и 
прогибами ( )w xy  приводит к значительной нелинейности преобра-

зовательной характеристики сенсоров. Этот недостаток преодоле-
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вается на этапе электронной обработки выходного сигнала и огра-
ничением диапазона измерений для механической величины. Важ-
ным достоинством емкостных сенсоров, перекрывающим неудоб-
ства от нелинейности преобразовательной характеристики, 
является малая температурная зависимость чувствительности. Это 
связано с тем, что температурная зависимость диэлектрической 

проницаемости мала, например, при давлении 1 атм и 20 C  для 

сухого воздуха 4 12 10 CTK   и 4 17 10 C  для влажного [2]. 

Основной причиной температурной зависимости чувствительности 
емкостных сенсоров является изменение геометрических размеров 
конструкции из-за различия в коэффициентах линейного расшире-
ния элементов сенсора. 

Изменение емкости может быть определено по изменению им-
педанса конденсатора в емкостном мосту или частоты RC -генера-
тора либо применением зарядовых усилителей и т.д. Существенно, 
что для уменьшения влияния паразитных емкостей эти цепи долж-
ны быть размещены как можно ближе к конденсатору. 

6.1.2. КОНСТРУКТИВНО-ТЕХНОЛОГИЧЕСКИЕ ПРОБЛЕМЫ  
СОЗДАНИЯ ЕМКОСТНЫХ СЕНСОРОВ 

Проблемы, возникающие при создании емкостных сенсоров, 
рассмотрим на примере сенсора абсолютного давления, предназна-
ченного для исследования атмосферы на Марсе [3]. Согласно про-
екту NASA, для исследования глобальной циркуляции атмосферы 
планеты, где давление около 600 Па, предполагалось создать сеть 
из двадцати датчиков давления, расположенных на поверхности 
Марса в различных местах в комбинации с измерениями на орби-
тальном спутнике. Измерение давлений позволит путем решения 
уравнений гидродинамики определить направление ветров в пла-
нетарном масштабе и их колебания. Измерение давления предпоч-
тительнее, чем измерение движущейся атмосферы анемометрами. 

В техническом задании были сформулированы следующие тре-
бования к сенсорам: давление 0...1200 Па,  разрешение 1 Па,  точ-

ность 3 Па,  долговременный дрейф нуля 10 Па / год . 

Поскольку сенсоры давления малогабаритны, за один запуск 
можно доставить 15 – 25 штук сразу. Батарея источника питания 
должна работать год (марсианский год 1.9 земных года). Сенсо-
ры будут находиться в контейнере, где температура поддерживает-
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ся 40 ... 60 C , и с наружной атмосферой будет сообщаться через 

трубку. 

Давление в диапазоне от 3 41 10 до1 10 Па  обычно измеряют с 

помощью датчиков Пирани и анероидов. Эти приборы по размерам 
не подходят для экспедиции на Марс. Микроэлектронные сенсоры 
удовлетворяют условиям малогабаритности и обладают групповой 
воспроизводимостью. Миниатюрные сенсоры требуются и для из-
мерений в верхних слоях атмосферы Земли. 

Из трех типов основных сенсоров – тензорезистивных, емкост-
ных и резонансных – два последних наиболее точны и подходят 
для измерения вакуума. На данном этапе предпочтение отдано ем-
костным сенсорам, которые имеют меньшие температурную чув-
ствительность, шум, дрейф нуля и потребление мощности, чем у 
тензорезистивных и резонансных сенсоров. Относительное изме-
нение емкости /С С  в результате давления на один-два порядка 
выше, чем отношение /R R  для аналогичных сенсоров на тензо-

резистивном эффекте. 
При массовом производстве применение емкостных сенсоров 

ограничено из-за нелинейности преобразовательной характеристи-
ки. Но в научных исследованиях эти характеристики могут быть 
индивидуально измерены, а большая нелинейность 10…20 % мо-
жет быть скомпенсирована микропроцессорной техникой. 

Кремниевые диафрагмы имеют отличную воспроизводимость 

(малый гистерезис и ползучесть) даже после 710  циклов нагру-
жений. 

Проблема измерения малых давлений остается сложной, осо-
бенно это относится к конструкции сенсоров. Например, в разраба-
тываемом сенсоре мембрана должна иметь большие прогибы при 
хранении при атмосферном давлении Земли. Возможный путь кон-
структивной реализации – ограничение прогибов подвижного 
электрода при превышении некоторого предельного давления 

maxq . Это позволяет создать высокочувствительный сенсор с необ-

ходимыми прочностными характеристиками. 
Вакуумная полость сенсора должна быть свободна от прони-

кающих из материалов газов. Обычно для создания емкостных сенсо-
ров применяется система кремний – стекло, но она не является опти-
мальной из-за разницы в температурных коэффициентах линейного 
расширения соединяемых материалов и газовыделений. В представ-
ленном варианте сенсора применен метод прямого сращивания крем-
ния. Общая конструкция сенсора представлена на рис. 6.1. 
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В сенсоре применена круглая кремниевая диафрагма, которая 
присоединяется через окисел к кремниевой подложке. Электриче-
ская схема сенсора приведена на рис. 6.2. 

Под действием давления изменяется емкость, связанная с диа-

фрагмой cC , остальные же емкости сохраняют свое значение неза-

висимо от давления и действуют как начальный разбаланс. 
Для сенсоров абсолютного давления перегрузочная способ-

ность упругого элемента очень важна. В этой связи круглая форма 
упругого элемента предпочтительнее – она примерно вдвое проч-
нее, чем квадратная, при той же площади. Это связано с тем, что 
для прямоугольных упругих элементов механические напряжения 
неравномерно распределены по контуру. Поэтому рассмотрим ем-
кость конденсатора круглой формы, у которого одна из обкладок 
деформирована из-за действия давления q  (рис. 6.3). 

 

Сс С СSiO2 к

     

 q

R  
 

Рис. 6.2. Электрическая схема  
сенсора: 

2c к SiO, ,C C C  – емкости сенсора, кабеля  

и двуокиси кремния 

Рис. 6.3. Схема нагружения емкост-
ного сенсора 

 
Задача о прогибах круглой жесткозащемленной пластины под 

действием равномерно распределенного давления рассматривалась 
в гл. 3. Ее решение имеет простой вид 

 

2
2

0 2
1

r
w w

R
, (6.1.3) 

где 0w  – прогиб в центре пластины, определенный выражением 

(3.1.6) и табл. 3.2. 
Прогибы w  отсчитываются от равновесного положения, когда 

давление 0q . Емкость конденсатора определяется интегралом 

 
2

0

0 0
( )

R
rdrd

C
d w r

. (6.1.4) 
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где d  – первоначальное расстояние между пластинами. Проинтег-

рировав по углу , получаем 

 0

0

2
( )

R
rdr

C
d w r

.    (6.1.5) 

Предполагая, что обычная теория изгиба работает (т.е. прогибы 

являются малыми), смыкание пластин наступает при давлении max:q  

 0 maxw q d . 

Учитывая выражение для 0w  (3.1.6), для maxq  получаем 

 
3

max 4

dh
q

mR
. 

Для вычисления (6.1.5) удобно ввести новую переменную 

 
2

2 2

2
1 ,

r rdr
x dx

R R
, (6.1.6) 

тогда интеграл (6.1.5) принимает вид 

 
1

0
2

0

max

1

dx
C C

q
x

q

. (6.1.7) 

С введением обозначений max/q q , 2
0 0 0( ) /C R d  инте-

грал (6.1.7) окончательно приводится к форме 

 
1

0 2
0 1

dx
C C

x
. 

Это табличный интеграл, равный 

 0
maxmax

1
arcth

/

q
C C

qq q
. (6.1.8) 

При maxq q  интеграл (6.1.8) расходится и емкость стремится 

к бесконечности. Однако, если давление мало, так что 

 maxq q  и 
max

1
q

q
 ,    (6.1.9) 
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то, разлагая maxarcth /q q  в ряд, получаем 3atcth /3 ...  

для 1 . 

Только при выполнении (6.1.9) преобразовательная характери-
стика сенсора линейна: 

 0
max

1
1

3

q
C C

q
. (6.1.10) 

Из (6.1.10) следует, что чувствительность сенсора 

 0

max

1

3

CdC
S

dq q
.      (6.1.11) 

Для повышения чувствительности S  давление maxq  должно 

быть возможно меньше и больше начальная емкость 0C . 

Если 0 150C  пФ и 4
max 1 10 Паq , то чувствительность сен-

сора равна 3/ 5 10 пФ/ПаS dС dq  для 0q . 

Такая чувствительность обеспечивает разрешающую способ-
ность в 1 Па, так как изменение емкости при этом составит 

0.005 пФС  , что приемлемо для целей измерений. 

Для получения необходимых характеристик емкостного сенсо-
ра можно изменять три конструктивных параметра: толщину диа-
фрагмы, расстояние между электродами сенсора и его диаметр. 
Требование технического задания будут выполнены, если выбрать 
следующие размеры сенсора: 

– диаметр диафрагмы 2.5...3.5 мм;   

– толщина диафрагмы 15 мкм;  

– малый зазор 00.3 1.5 мкм.d  

При выбранных размерах сенсора величина изменения емкости 
составит 10...20 пФ  при изменении давления до 1200 Па. 

Технология изготовления элементов сенсора и их сборка игра-
ют главную роль в обеспечении метрологических характеристик. 
Для рассматриваемого сенсора разработанная технология включа-
ла два основных фактора: применение LOCOX процесса и прямое 
сращивание кремния. 

Локальное окисление (LOCOX) применяется здесь для созда-
ния углубления (подмембранного пространства) сенсора. Для этого 
необходимы пленки нитрида, которые получаются по реакции 

 4 3 3 4 23SiH 4NH Si N 12H . 
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Для снятия механических напряжений пленки 3 4Si N  осажда-

ются обычно на тонкий подслой 2SiO . Исходная структура пред-

ставлена на рис. 6.4. 
 

SiO Si N
2 3 4

Si  

 
 

Рис. 6.4. Исходная структура для формиро-
         вания подмембранной полости 

 
С помощью фотолитографии и травления создаются островки 

нитрида диаметром, равным диаметру подмембранной полости. 
После этого пластина помещается в печь для окисления и на неза-

щищенных участках выращивается толстый окисел 2SiO . Обычно 

этот процесс происходит в атмосфере водяного пара или в смеси 
водорода и кислорода. Нитрид препятствует росту окисла в тех 
местах, где будут создаваться приборы. На незащищенных участ-
ках двуокись кремния может быть выращена до 2 мкм, в то время 

как поверхность 3 4Si N  покроется слоем 2SiO толщиной только 

несколько ангстрем. После этого тонкий окисел над 3 4Si N  удаля-

ется и 3 4Si N  стравливается. 

В результате операций окисления кремния и последующего 
удаления нитрида подмембранная полость оказывалась сформиро-
ванной (рис. 6.5). 

Это происходит потому, что при окислении граница раздела 

2Si SiO  продвигается внутрь кремниевой подложки, но при этом 

внешняя поверхность 2SiO  не сов-

падает с первоначальной поверхно-
стью кремния из-за расширения 
объема пленки. Причиной этого яв-
ляется различная плотность кремния 
и пленки двуокиси кремния: чистый 

кремний имеет 225.0 10  атомов ку-
бическом в сантиметре, а двуокись 

кремния только 222.2 10  см
3
. Из-за 

1

2

 
 

Рис. 6.5. Схема подмембран-
ной полости:  

1 – 2SiO ,  2 – Si  
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этого рост пленки толщиной h  происходит за счет слоя кремния 
толщиной только 0.44 h  [4]. 

В технологическом процессе для создания сенсоров использо-
валась пленка нитрида толщиной 0.16 мкм, выращивание окисла 

проводилось при температуре 1100 C , удаление нитрида осущест-

влялось плазмохимическим травлением. Толщина окисла состав-
ляла от 1.2 до 2.1 мкм, что обеспечивало создание подмембранной 
полости глубиной 0.44...0.80  мкм. 

Для формирования всей конструкции сенсора использовались 
две пластины – одна с подмембранными углублениями, вторая – 
плоская, двусторонне полированная кремниевая пластина. 

Соединение велось методом прямого сращивания в вакууме 
(см. гл. 1). Процесс предъявляет жесткие требования к классу чис-
тоты помещений, поскольку попадание пылинок резко снижает 
процент выхода годных структур. 

Эксперименты показали, что сращивание в вакууме дает со-
единение только в центре пластины и при последующей операции 
утоньшения в KОН пластины отделяются друг от друга. Однако 
сращивание в атмосфере сухого кислорода оказалось очень эффек-
тивным методом, который обеспечивал соединение пластин на 
площади от 80 до 100 %. Кислород не нарушал вакуум в подмем-
бранной полости, потому что уходил на образование двуокиси 

кремния. Процесс сращивания шел при температуре 1150 C . 

Окончательное формирование диафрагмы сенсора производи-
лось травлением в KОН до толщины 30...52 мкм . Далее следовали 
осаждение алюминия, пассивация поверхности и разделение пла-
стины на чипы. Окончательно сенсор помещался в корпус ТО-5. 

Разработанный вариант емкостного сенсора абсолютного дав-

ления обеспечивал чувствительность 35.7 10 пФ/ПаS . Измере-

ния поводились на частоте 10 кГц . 

6.2. СЕНСОРЫ УДАРНЫХ ВОЛН  
И БЫСТРОИЗМЕНЯЮЩИХСЯ ДАВЛЕНИЙ 

Повышение надежности и долговечности современных энерге-
тических установок, а также внедрение ряда новых высокоэффек-
тивных технологических процессов тесно связаны с измерением 
параметров быстро изменяющихся давлений газов и жидкостей, в 
том числе и параметров ударных волн. 
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Для регистрации параметров процессов, сопровождаемых бы-
стрым изменением давления газа, обычно используют пьезоэлек-
трические датчики [5]. Последние характеризуются большой вели-
чиной полезного сигнала, широким диапазоном рабочих частот и 
температур. Однако пьезоэлектрические преобразователи имеют 
ряд недостатков: спад амплитудно-частотных характеристик в об-
ласти низких частот, большое внутреннее сопротивление и значи-
тельную чувствительность к паразитным вибрациям и ускорениям. 
Это существенно сужает их метрологические возможности при ре-
гистрации процессов длительностью более секунды, особенно в 
условиях повышенной влажности, вибрации и наличия больших 
ударных ускорений, что в большой мере соответствует реальным 
условиям их применения. 

Теоретически этих недостатков лишены тензоэлектрические 
преобразователи. Однако практическая реализация высоких метро-
логических характеристик полупроводниковых интегральных тен-
зопреобразователей оказывается возможна лишь при всестороннем 
учете их физических и конструктивных особенностей [6–9]. Так, 
попытки использования для регистрации параметров быстропроте-
кающих процессов полупроводниковых преобразователей, предна-
значенных для измерений квазистатических давлений, показали их 
низкую эффективность в первую очередь из-за большой длитель-
ности переходного процесса (обычно более 200 мкс).  

В то же время установлено, что собственные частоты полупро-
водниковых тензопреобразователей могут превышать 10

6
 Гц, т. е. 

такие преобразователи в принципе могли бы использоваться для 
регистрации процессов с временами нарастания и спада давления 
порядка единиц микросекунд. Кроме того, большинство квазиста-
тических датчиков просто не выдерживают ударных воздействий и 
сопровождающих их больших ускорений (из-за выбросов на пере-
ходных характеристиках), что заставляет использовать датчики с 
меньшей чувствительностью.  

Измерение параметров ударных волн обычно происходит в ус-
ловиях интенсивных динамических тепловых воздействий, что 
также может существенно влиять на результаты измерений. Разра-
ботанные же методы температурной стабилизации характеристик 
датчиков в подавляющем большинстве случаев применимы лишь 
для измерений в квазистатических условиях. 

При разработке датчиков переменных давлений (ДПД) наряду с 
«обычными» требованиями, предъявляемыми к квазистатическим 
датчикам, необходимо также обеспечить высокую частоту зату-
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хающих колебаний переходной характеристики f , малое время 

установления уст ( %)t , высокий верхний предел рабочей длитель-

ности вt , низкую чувствительность к воздействию ударных уско-

рений (заданное значение виброэквивалента В). Кроме того, при 
исследовании ударных воздействий часто требуются удаление ре-
гистрирующей аппаратуры от объекта исследования и, следова-
тельно, согласование выхода датчика с широкополосной линией 
связи. 

Поскольку рабочая частота датчика обычно не превышает соб-
ственную, отличительной особенностью микромеханических уст-
ройств является сверхмалые вес и размеры элементов конструкции. 
При этом на характер движения существенное влияние оказывают 
состояние окружающей воздушно-газовой среды, а также тополо-
гия полостей и шунтирующих отверстий. В результате поведение 
системы становится достаточно сложным [10], а создание ДПД, 
удовлетворяющих всем перечисленным требования, сопряжено с 
большими трудностями, так как математическое описание реаль-
ных сложных динамических систем в большинстве случаев пока 
невозможно. 

В настоящее время наиболее обоснованное суждение о поведе-
нии таких систем в условиях ударного воздействия можно сделать 
лишь на основании результатов эксперимента. Поэтому отработка 
реальной конструкции датчика требует больших эксперименталь-
ных исследований и весьма трудоемка. 

Для определения динамических характеристик датчиков пере-
менных давлений наиболее часто используют аэродинамические 
трубы и стенды, акустические камеры, пульсаторы, газодинамиче-
ские ударные трубы, генераторы коротких импульсов давления на 
основе электрогидравлического эффекта [11], а для датчиков с от-
крытой мембраной – еще и удар стальным шариком [8]. На рис. 6.6 
приведена типичная переходная характеристика датчика ударных 
воздействий ДУВ2 с квадратной кремниевой мембраной [12], изме-
ренная при воздействии импульса давления в виде прямоугольной 
ступени, полученного в газодинамической ударной трубе. 

Анализ экспериментальных данных [12–17] показал, что пере-
ходные характеристики полупроводниковых интегральных датчи-
ков давления мембранного типа хорошо описываются выражением 

 0
0 1 exp sin

D

h t U n ,     (6.2.1) 
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Рис. 6.6. Переходная характеристика датчика ДУВ2 

 

где 0U – выходное напряжение датчика в случае, если бы давление 

было статическим; 0 – собственная частота колебаний мембраны; 

2 2 2
0D ,  – коэффициент затухания; ;Dn  ;Dt  

tg 1 n . 

Собственная частота колебаний квадратной (100) кремниевой 

мембраны при D  может быть оценена по формуле 

 
6

0 2
21.3 10

h

a
,  (6.2.2) 

где h  – толщина мембраны, 2a  – ширина мембраны в миллиметрах. 

При 36a h  максимальное измеряемое импульсное давление 

можно оценить по формуле 

 max 04.8P h  [Па].  (6.2.3) 

Заметим, что в случае использования «плоских» квадратных 

мембран отношение 0 max/B P  может изменяться только при смене 

материала мембраны или нанесении демпфирующих (поглощаю-
щих) покрытий, что ограничивает возможности их оптимизации. 

В [18] проанализированы возможности использования для 
улучшения параметров полупроводниковых чувствительных эле-
ментов высокочастотных датчиков давления профилированных 
полупроводниковых мембран с «жестким центром» и поглощаю-



6.2. Сенсоры ударных волн и быстроизменяющихся давлений 381 

щих покрытий. В [19] рассмотрены мембранные чувствительные 
элементы нетрадиционной формы (треугольные, трапецеидальные, 
шестиугольные и в форме ромба). 

Применение «жесткого центра» увеличивает жесткость мем-
браны, улучшает линейность преобразования, снижает уровень эк-
вивалентных напряжений в «опасных» точках мембраны, что соз-
дает предпосылки для улучшения метрологических характеристик 
чувствительных элементов. Однако в случае создания быстродей-
ствующих датчиков для практической реализации этих возможно-
стей необходимо решить ряд проблем. Так, с одной стороны, «же-
сткий центр» увеличивает жесткость мембраны, что должно 
приводить к увеличению ее резонансной частоты, но, с другой сто-
роны, изготовление «жесткого центра» сопровождается увеличени-
ем присоединенной массы мембраны, что ведет к уменьшению ре-
зонансной частоты и увеличению виброэквивалента. 

Эксперимент показал, что для квадратных (100) кремниевых 
мембран с относительными размерами «жесткого центра» 

/ 0.28l a  зависимость резонансной частоты от присоединенной 

массы «жесткого центра» описывается выражением 

 2 2
рез 0

1.667

1 10.3 /
f f

m M
,  (6.2.4) 

где M – масса плоской мембраны с размерами 2 2a a ; m  – при-
соединенная масса квадратного «жесткого центра» с размерами 

2 2l l ; 0f  – резонансная частота соответствующей плоской мем-

браны размерами 2 2a a . Таким образом, если «жесткий центр» 
выполнен в виде квадратного островка из материала мембраны, 
увеличение резонансной частоты возможно только, если высота 
«жесткого центра» над мембраной d  будет в 1.21 раза меньше 
толщины мембраны h . При этом, правда, может возникнуть во-
прос, будет ли такой центр достаточно «жестким»? В любом слу-
чае для увеличения резонансной частоты необходимо использовать 
такую конструкцию «жесткого центра», которая обеспечит мини-
мальную присоединенную массу. 

Кроме топологии упругого элемента на его динамические ха-
рактеристики существенное влияние оказывает демпфирование. 
Наиболее часто при создании датчиков переменных давлений ис-
пользуют газовое и электростатическое демпфирование, а также 
демпфирование с помощью поглощающих покрытий. 

На рис. 6.7 приведены значения добротности, определенные 
экспериментально для кремниевых мембран с различными погло-
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щающими покрытиями. Исследованные мембраны имели следую-
щие характеристики: 

 материал чувствительного элемента – кремний КЭФ – 4.5 
(100); 

 размеры тонкой части (мембраны) 14 14  мм; 
 размеры «жесткого центра» 4 4 мм; 
 толщина тонкой части (мембраны) – 80 мкм; 
 толщина кольца жесткости (см. рис.1.16) – 213 мкм; 
 высота «жесткого центра» d = 133 мкм. 

Окисел с тонкой части был полностью удален. Покрытия из Al и 
Cu+Ni+Cr наносили методом термического распыления в вакууме. 
Толщина Al составляла 2 мкм, суммарная толщина слоя 
Cu+Ni+Cr равна 1 мкм. Оксид титана TiO толщиной 0.3…0.4 мкм на-
носился методом магнитронного распыления. 

На рис. 6.8 приведены результаты исследований влияния по-
крытий на резонансную частоту. 

Из рис. 6.7, 6.8 видно, что применение алюминиевого покрытия 
практически не сказалось на величине добротности, однако при-
мерно на 9 % уменьшило резонансную частоту. Понижение резо-
нансной частоты связано с увеличением массы упругого элемента, 
а отсутствие видимых изменений добротности – с малостью моду-
ля Юнга алюминия и декремента затухания покрытия.  
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Рис. 6.7. Зависимость добротности от типа погло-

щающего покрытия 
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Рис. 6.8. Зависимость частоты резонанса от вида погло-
                                 щающего покрытия 
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Рис. 6.9. Зависимость коэффициента качества от типа 
поглощающего покрытия 
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Нанесение оксида титана, обладающего большей жесткостью и 
модулем Юнга Е = 1.1 10

12
 Н/м

2
, привело к уменьшению добротно-

сти (увеличению затухания) системы почти в 1.6 раза по сравне-
нию с алюминиевым покрытием. 

Одностороннее покрытие из Cu+Ni+Cr увеличило затухание в 
два раза, а такое же покрытие, напыленное с двух сторон мембраны, – 
в 2.42 раза по сравнению с Al. 

Учитывая, что для датчиков важны как величина затухания, так 
и значение резонансной частоты, можно ввести обобщенный ко-
эффициент качества, учитывающий обе эти характеристики: 

 /F Q .    (6.2.5) 

На рис. 6.9 показано изменение коэффициента качества для ис-
следованных покрытий. Видно, что наилучшим из исследованных 
покрытий, является двухстороннее покрытие из Cu+Ni+Cr. 

Необходимо отметить, что на поведение тонких мембран 
большой площади кроме рассмотренных факторов значительное 
влияние оказывают состояние окружающей воздушно-газовой сре-
ды, а также размеры и топология полостей и шунтирующих отвер-
стий, что необходимо учитывать при проектировании датчиков 
переменных давлений.  

6.3. ТЕНЗОРЕЗИСТИВНЫЕ СЕНСОРЫ  
ДАВЛЕНИЯ X-DUCER 

Теоретические и экспериментальные исследования тензорези-
стивных сенсоров давления на сдвиговом эффекте и описание ла-
бораторных вариантов конструкций рассмотрены в ряде работ, вы-
полненных в исследовательских центрах различных стран [20–23]. 
Но лишь единственная в мире фирма Моtоrоlа осуществляет круп-
носерийный выпуск сенсоров давления на этом эффекте под торго-
вой маркой X-ducer [24, 25].  

Кремниевый чип сенсора имеет квадратную форму и плоскую 
диафрагму, сформированную методом анизотропного травления, 
со сторонами вдоль направления [110]. Тензопреобразователь име-
ет прямоугольную область растекания тока со сплошными контак-
тами вдоль короткой стороны и потенциальными контактами на 
серединах длинных сторон (рис. 6.10). Стороны области растека-
ния тока ориентированы вдоль направлений [100], как это следует 
из анализа, проведенного в разд. 5.4. Описание общей конструкции 
сенсора дано в разд. 1.4.  
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Рис. 6.10. Размещение тензопреобразователя на 
упругом элементе 

 
Сенсоры типа X-ducer различаются по уровню сложности элек-

трической схемы, типу измеряемого давления и ряду конструктив-
ных признаков, включающих способы крепления сенсоров к изме-
ряемому объекту и соединительным трубопроводом.  

Выпускаемые сенсоры предназначены для измерения абсолютно-
го или относительного давления среды. Деформация упругого эле-
мента всегда определяется разностью давлений, приложенных к его 
противоположным сторонам: 

 1 2f q q , 

где 1q  – давление со стороны тензопреобразователя; 2q  – давление 

со стороны углубления (обратная сторона чипа). 

Если 2 0q  (вакуум), то сенсор измеряет абсолютное давление 

и его упругий элемент постоянно находится в деформированном 

состоянии из-за влияния атмосферного давления. Если 2 0q , то 

сенсор измеряет относительное давление. Давление 2q  называют 

опорным, и оно обычно равно атмосферному. В ряде технических 
приложений, например при измерении потоков жидкости или газа, 

важен лишь перепад давлений 1 2( )q q q  между двумя неиз-

вестными давлениями 1q  и 2q . Такие сенсоры относительного дав-

ления именуются дифференциальными. 
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По уровню сложности электриче-
ской схемы сенсоры X-ducer разли-
чаются на базовые, компенсирован-
ные и со встроенным усилителем. 
Электрическая схема базового сенсо-
ра (серия MPX10) содержит лишь 
один тензопреобразователь с четырь-
мя контактами (рис. 6.11). Базовые 
сенсоры являются наиболее деше-
выми, но и наименее точными, по-

скольку все погрешности, присущие данному способу преобразо-
вания, особенностям технологии изготовления и конструкции сен-
сора, проявляются наиболее полным образом. 

Компенсированные сенсоры X-ducer (серия MPX2010) имеют 
встроенную температурную компенсацию, калибровку выходного 
сигнала и калибровку начального выходного сигнала при давлении 

1 0q . Блок-схема такого сенсора приведена на рис. 6.12. 

Температурная компенсация и калибровка осуществляются за 
счет пассивных элементов – тонкопленочных резисторов и терми-
сторов, размещенных на толстой части чипа, путем лазерной под-
гонки семи резисторов. 

Сенсоры давления со встроенным усилителем являются прак-
тической реализацией концепции интеллектуального сенсора, 
осуществляющего  не только  восприятие,  но  и обработку сигнала  
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Рис. 6.12. Блок-схема сенсора с температурной 
компенсацией и калибровкой 

Вывод 2 +V

Вывод 3

Вывод 4

+V

–V

вых

вых
Вывод 1

X-ducer

 
 

Рис. 6.11. Электрическая схе-
ма базового сигнала 
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Рис. 6.13. Блок-схема сенсора давления со встроенным 
усилителем 

 

измеряемой величины. Эти сенсоры содержат помимо тензопреоб-
разователя и схемы температурной компенсации и калибровки еще 
и схему усилителя для увеличения выходного сигнала до стандарт-
ной величины 4.5 В. Блок-схема таких сенсоров представлена на 
рис. 6.13. 

К настоящему времени фирма Моtоrоlа выпускает около 30 ви-

дов сенсоров давлений, охватывающих диапазон 4 61 10 ...1 10 Па . 

При этом используется только несколько вариантов базовых чипов, 
отличающихся электрическими схемами. Диапазон измеряемых 
давлений определяется в основном толщиной упругого элемента. 

На рис. 6.14 приведена преобразовательная характеристика ба-
зового  сенсора МРХ10, типичная для всего семейства сенсоров типа  
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Рис. 6.14. Преобразовательная характеристика 
сенсора МРХ10 для разных температур 



Глава 6. ТЕХНИЧЕСКАЯ РЕАЛИЗАЦИЯ КОМПОНЕНТОВ МИКРОСИСТЕМ 388 

X-ducer. При постоянной температуре характеристика может быть 
описана соотношением 

 в нсU kUq U , (6.3.1) 

где k – коэффициент пропорциональности; U – напряжение пита-

ния; нсU – начальный выходной сигнал при 1 0q . 

Величина начального выходного сигнала в сенсорах давления 
на сдвиговом эффекте зависит от ряда технологических причин и в 
первую очередь от внутренних термомеханических напряжений в 

области тензопреобразователя. Для комнатной температуры нсU  

составляет около 20 мВ при напряжении питания 3 ВU . Темпе-

ратурный коэффициент начального выходного сигнала  сравни-

тельно невелик 15мкB/ C , что демонстрирует эффективность 

выбранного конструкционного решения сенсора для диапазона 

температур 0...85 C . За пределами этого диапазона  резко уве-

личивается. 
Коэффициент пропорциональности k в (6.3.1) зависит от тензо-

резистивных свойств кремния в области растекания тока и упругих 
характеристик кремниевой диафрагмы. Температурный коэффици-

ент чувствительности  сенсора, определяемый поведением ком-
понент матрицы пьезосопротивления, лежит в пределах 

0.16... 0.22 %/ град,  а температурный коэффициент сопро-

тивления кремния в области растекания тока в среднем составляет 

0.27 %/град.R  Обе характеристики указывают на относитель-

но невысокий уровень легирования области тензопреобразователя 

с концентрацией бора около 18 32...4 10 см .  

В сенсорах типа X-ducer из-за разной топологии токовых и по-
тенциальных контактов входное и выходное сопротивления замет-
но различаются. Для рассматриваемого сенсора входное сопротив-
ление составляет 550 Ом и выходное – 1250 Ом. 

В компенсированных сенсорах появление цепей пассивной 
компенсации и калибровки приводит к увеличению напряжения 
питания сенсора и падению его чувствительности. Для сенсоров 
МPX2012, рассчитанных на то же номинальное давление 

10 кПаq , но имеющих блок компенсации и калибровки, напря-

жение питания равно 10 В, а чувствительность составляет 
2.5 мВ/кПа, что приводит к выходному сигналу 25 мВ. Начальный 
выходной сигнал для этого типа сенсоров не превосходит 1 мВ . 
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Введение усилителя в состав сенсора позволяет увеличить его 
чувствительность и выходной сигнал, но отрицательно влияет на не-
которые другие характеристики. Сенсор серии MPX5010, имеющий 
такое же значение номинального давления, что и рассмотренные вы-
ше сенсоры, при напряжении питания 5 В обладает выходным сигна-
лом 4.5 В и начальным выходным сигналом 0.2 В. При этом погреш-
ность измерений составляет 5 %, что значительно превосходит 
аналогичную величину для базовых и компенсированных сенсоров. 

Имеющийся набор сенсоров давления, выпускаемых фирмой 
Моtоrоlа, ставит перед пользователями серьезную проблему рацио-
нального выбора типа сенсора и степени его «интеллектуализации». 

6.4. СЕНСОРЫ ДАВЛЕНИЯ НА ОСНОВЕ ПЛЕНОК  
ПОЛИКРИСТАЛЛИЧЕСКОГО КРЕМНИЯ 

Пленки легированного поликристаллического кремния пред-
ставляют большой практический интерес для построения сенсоров 
давления. Это обусловлено рядом причин: 

1. Тензорезисторы имеют диэлектрическую изоляцию, что по-
вышает временную стабильность их характеристик. 

2. Температурный диапазон работы может быть расширен в об-
ласть высоких температур до 300 С, что является следствием на-
личия диэлектрической изоляции. 

3. Простота технологического маршрута изготовления сенсора 
давления удешевляет стоимость чипов при массовом производстве. 

4. Возможность управления характеристиками тензорезисторов 
не только путем изменения степени легирования, как в монокри-
сталлическом кремнии, но и изменением размеров и текстуры кри-
сталлитов и высоты потенциальных барьеров между ними.  

Возможность создания сенсорных структур как по технологии 
поверхностной микромеханики, так и с применением технологии 
трехмерного профилирования. 

В тоже время разработчикам сенсоров и микросистем прихо-
дится учитывать меньшую тензочувствительность поликристалли-
ческих пленок (примерно в два раза) по сравнению с монокристал-
лическим кремнием при одинаковых уровнях легирования. 
Поэтому при выборе сенсоров с поликристаллическими тензорези-
сторами для решения практических задач приходится учитывать 
все аргументы «за» и «против». 

Технология жидкостного трехмерного профилирования упру-
гого элемента в сочетании со стандартной технологией осаждения 
поликремниевых слоев в реакторе пониженного давления оказа-
лись наиболее подходящими для массового выпуска сенсоров дав-
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ления. Их применение проиллюстрируем на примере чипов сенсо-
ра давлений КТМП, первые модификации которых появились в 
начале 90-х годов [26, 27]. 

Чип сенсора (рис. 6.15) имеет внешние размеры 5 5  мм и 
квадратный упругий элемент (диафрагму) размером 2 2  мм. Для 
изготовления сенсоров применяются пластины кремния n-типа 
диаметром 100 мм и толщиной около 500 мкм. Толщина диафраг-
мы зависит от диапазона измеряемых давлений и лежит в интерва-
ле 18...100 мкм. Диэлектрическая изоляция обеспечивается слоем 
двуокиси кремния толщиной 0.2...0.4  мкм. 

Поликремниевые тензорезисторы объединены в разомкнутый 
мост (рис. 6.16), что сделано для удобства электрической баланси-
ровки мостовой схемы. Межэлементные соединения осуществлены 
алюминиевыми пленочными проводниками, размещенными таким 
образом, чтобы их длина на упругом элементе была сведена к ми-
нимуму для уменьшения термомеханических напряжений, вызван-
ных разницей в коэффициентах линейных расширений алюминия и 
кремния. Поликремниевые тензорезисторы и алюминиевая развод-
ка, за исключением контактных окон для выводных проводников, 
покрыты сверху пассивирующим слоем двуокиси кремния. 

Технологический процесс изготовления чипа сенсора давления 
включает несколько этапов. На первом этапе исходные пластины 
кремния, полированные с двух сторон, окисляются так, чтобы на 
одной стороне был создан изолирующий окисел, а на обратной – 
защитная окисная пленка толщиной 1.4...1.5  мкм, которая необхо-
дима для формирования упругого элемента с помощью анизотроп-
ного травления в КОН.  
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Рис. 6.15. Структура сенсора давления с поли-
кремниевыми тензорезисторами 

1 – кремниевое основание; 2 – изолирующий окисел; 3 – 
пассивирующий слой; 4 – поликремниевый тензорези-
стор; 5 – межконтактное соединение; 6 – упругий 
                                  элемент сенсора 
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Рис. 6.16. Топология сенсора давления с 
посликремниевыми тензорезисторами 

1 – радиальный тензорезистор; 2 – тангенциальный 
тензорезистор; 3 – металлические межсоединения; 

4 – окна для внешних выводов  

 

На втором этапе в реакторе пониженного давления путем пиро-
лиза силана при температуре около 650 С происходит осаждение 
пленки поликристаллического кремния толщиной 0.4 мкм. Далее 
пластины поступают на ионную имплантацию бором с последую-
щим отжигом при температурах 900…1000 С. 

Величина дозы имплантации зависит от требуемых электриче-
ских характеристик поликремниевых тензорезисторов. H.Guckel 
[29] сообщил о разработке сенсора, у которого тензорезисторы 
имеют ТKR 0 . В сенсорах семейства КТМП реализована идея 
самокомпенсации чувствительности при питании от генератора 
тока, когда | ТKR | | ТKS| . Для реализации этого доза легирова-

ния должна быть относительно велика, 15 25 10 смD  при энер-

гии 80 кэВ и отжиге в вакууме при Т > 830 С [28]. 
На третьем этапе изготовления производятся формирование 

тензорезисторов, алюминиевой разводки и пассивация поверхно-
сти. Это требует трех операций фотолитографии. Тензорезисторы 
имеют форму «собачья кость» либо «меандр» и сопротивление 
500 50  или 1000 100 Ом. 

На заключительном этапе производится профилирование упру-
гого элемента. Для этого на обратной стороне пластины с помо-
щью еще одной фотолитографии вскрывается защитная окисная 
маска и пластина помещается в специальную кассету, обеспечи-
вающую доступ травителя только к одной стороне пластины. Раз-
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деление пластины на отдельные чипы происходит раскалыванием 
по системе разделительных канавок, сформированных одновре-
менно с диафрагмой упругого элемента. 

Ниже приведены основные характеристики сенсоров давления 
с поликремниевыми тензорезисторами. 

 

Номинальное сопротивление тензорезисторов, Ом 
1000 100

500 50
 

Номинальный выходной сигнал, мВ (Р = РН) 25 

Ток питания, мА 5.0 

Начальный разбаланс мостовой схемы, мВ 3.0  

Температурный коэффициент выходного сигнала, %/ град–1, 
при I = const 

<0.04 

Диапазон рабочих температур, С 100... 200  

Температурный уход нуля, мВ, в рабочем диапазоне  
температур 

1.5 мВ 

Нелинейность, % 0.5  

 
К достоинствам поликристаллического кремния как материала 

для элементов микросистем, перечисленным в начале раздела, не-
обходимо добавить возможность создания этих элементов метода-
ми поверхностной микромеханики, исключающей необходимость 
проведения глубокого травления при формировании упругих эле-
ментов. Пример такой технологии для создания сенсора давления 
дал H. Guckel [29]. 

В поверхностной микромеханике можно применять кремниевые 
пластины с произвольной кристаллографической ориентацией и од-
носторонней полировкой. Вначале пластина окисляется так, что соз-
дается слой окисла толщиной 200 Å, а затем на него осаждается слой 
нитрида кремния толщиной 800 Å. Далее следует термическое окис-
ление открытых участков кремния, во время которого слой окисла 
достигает толщины 7500 Å. При этом будет израсходован слой 
кремния толщиной приблизительно 3700 Å. Выращенный слой ок-
сида удаляется, и пластина снова окисляется до толщины окисла 
3700 Å. За два окисления будет израсходован слой кремния толщи-

ной около 3700 Å, в результате верхний уровень 2SiO  в углублении 

будет совпадать с уровнем нитридной пленки. Поверхность крем-
ниевой пластины становится практически ровной (рис. 6.17). 
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Рис. 6.17. Структура пластины кремния после 
изопланарного процесса: 

1 – кремний; 2 – тонкий окисел; 3 – нитрид кремния;  
4 – толстый окисел 

 

Вторая фотолитография открывает окна в слое нитрида для бу-
дущих каналов травления и контактов к кремниевой подложке по-
ликристаллического кремния (рис. 6.18), создаваемого на следую-
щем этапе технологического маршрута. 

Осаждение поликристаллического кремния толщиной 2 мкм, 
который в дальнейшем будет играть роль упругого элемента в сен-
соре, происходит в реакторе пониженного давления.  

Третья фотолитография открывает окна в пленке поликристал-
лического кремния, которые в дальнейшем определяют размеры 
каналов травления. Сами каналы формируются реактивным ион-

ным травлением в газе 3NF . Удаление двуокиси кремния под по-

ликремниевой мембраной происходит через каналы в водном рас-
творе плавиковой кислоты. Обработка в горячей деионизованной 

воде и смеси 4 2 2NF OH и H O  приводит к осаждению подмембран-

ной полости и окончательному формированию упругого элемента. 
Последний  этап  формирования  конструкции сенсора давления – 
герметизация  подмембранной  полости – происходит  в  атмосфере  

 
 

Окна контактов 

 
 

Рис. 6.18. Окна для контактов
*Si к Si  
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Рис. 6.19. Структура сенсора давления 

 

кислорода при температуре 980 С. Образующаяся при этом дву-
окись кремния, имеет примерно в два раза больший объем, чем из-
расходованный кремний, заполняет каналы травления и гермети-
зирует подмембранную полость. Кислород, оставшийся под 
мембраной, реагирует с кремнием при дальнейших термических 
обработках и уходит из объема. Квадратный упругий элемент тол-
щиной 2 мкм и подмембранная полость глубиной около 7500 Å 
оказываются сформированными. Осаждение слоя поликристалли-
ческого кремния толщиной 0.4 мкм начинает технологический этап 
формирования тензорезисторов и электрической схемы сенсора. 
Ионное легирование осажденной пленки поликремния производит-

ся бором с энергией 80 кэВ и дозой 15 21.75 10 см , что обеспечива-
ет создание тензорезисторов с ТКС, близким к нулю. Формирова-
ние тензорезисторов и алюминиевых межконтактных соединений 
производится с помощью отдельных фотолитографий. 

Структура сенсора и топология тензорезисторов приведены на 
рис. 6.19 и 6.20.  
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Рис. 6.20. Топология сенсора давления 
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Размеры упругих элементов невелики и лежат в пределах 
50...200  мкм. Тензорезисторы при этом должны иметь гораздо 
меньшие результаты, что порождает серьезную проблему воспро-
изводимости величины сопротивления. Чтобы ослабить влияние 
разброса геометрических размеров H. Guckel предложил разме-
щать на упругом элементе один четырехсекционный радиальный 
тензорезистор. 

Поперечное соединение секции тензорезистора, имеющей фор-

му меандра, происходит в области упругого элемента, где 0xx , 

что сделано для повышения тензочувствительности. Для этой же 
цели можно одновременно изготавливать блок из четырех структур 
(рис. 6.21). Из них две структуры будут иметь активные тензорези-
сторы,  а  две – пассивные резисторы  (в таких структурах окисел 
не удаляется из-под мембран) Объединение таких четырех струк-
тур в полумост позволяет повысить чувствительность и сохранить 
небольшие размеры ( 1.5  мм) чипа сенсора. 

 

 
 

Рис. 6.21. Блок из четырех структур 

 
Сенсоры абсолютного давления, изготавливаемые по техноло-

гии поверхностной микромеханики, обладают большой перегру-
зочной способностью и температурным коэффициентом чувстви-
тельности около 0.14 % град

–1
 [29]. 
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6.5. МИКРОСИСТЕМА ПРОЕКЦИОННОГО ДИСПЛЕЯ 

К настоящему времени самым выдающимся достижением в об-
ласти микросистемной техники, нашедшем широкое практическое 
применение, является цифровой микрозеркальный прибор (Digital 
Micromirror Device, DMD), созданный на фирме Texas Instrument, 
Dallas, USA. Патент № 4615595 на первый вариант этого прибора 
получил 7.10.1986 г. Larry Hornbeck и с того времени как сам при-
бор, так и технология его изготовления непрерывно совершенство-
вались [30, 31]. В 1998 г. L. Hornbeck получил национальную пре-
мию США за создание прибора, содержащего наибольшее в 
истории человечества число подвижных механических частей 
(свыше 500000). Фирма TI до сих пор сохраняет позицию мирового 
лидера среди производителей главной части проекционных дис-
плеев – светомодулирующих устройств, постепенно расширяя их 
область применения. 

Цифровой микрозеркальный прибор представляет двумерный 
набор микрозеркал, наклоном которых можно управлять с помо-
щью электростатического взаимодействия от электроники, располо-
женной в кремниевой подложке прибора. Принцип действия иллю-
стрируется  на рис. 6.22.  Легкое  алюминиевое  зеркало подвешено 
на двух растяжках («торсионах»), концы которых жестко закрепле-
ны. На диэлектрической пленке, покрывающей кремниевую под-
ложку, расположены управляющие и защитные электроды. Подавая  
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Рис. 6.22. Схема кремниевого микрозеркала 
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электростатический потенциал на левый или правый управляющий 
электрод, можно повернуть микрозеркало по или против часовой 
стрелки, что приведет  к изменению направления отраженного све-
тового пучка. Электростатическое взаимодействие носит сильно 
нелинейный характер, из-за чего контролировать угол отклонения 
каждого микрозеркала практически невозможно. Поэтому микро-
зеркала работают в «цифровом» режиме: при подаче управляюще-
го потенциала (24 В) микрозеркало поворачивается до тех пор, по-
ка не коснется защитного электрода. При снятии потенциала 
благодаря силам упругости нити микрозеркало возвращается в ис-
ходное положение и его поверхность становится параллельна под-
ложке ( 0) .  

Потенциалы защитного электрода и микрозеркала одинаковы, 
вследствие чего при касании не возникает эффект «прилипания». 
Угол отклонения микрозеркала определяется геометрией устройст-
ва и составляет 10 . 

Схема распространения лучей света  от источника излучения 
приведена на рис. 6.23. В исходном положении и при отклонении 
микрозеркала на угол 10  свет не попадает в апертуру проек-

ционной линзы и ее выходной зрачок остается темным. При откло-
нении микрозеркала на угол 10  световые лучи попадают в 

линзу и далее проецируются на экран. Таким образом, в цифровом  
режиме работы микрозеркала на выходе проекционной линзы реа-
лизуются два  состояния: «темное» и «светлое». 
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Рис. 6.23. Схема распространения лучей света при различных положениях 
микрозеркала 
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Каждое микрозеркало имеет размеры 16 16 мкм  и обладает 

высокой отражающей способностью. Столь малые размеры микро-
зеркал позволяют сформировать  из них матрицу, содержащую 
800 600  или 1280 1024  элементов, что отвечает стандартам 

разрешения SVGA или SXGA. Разработанная технология изготов-
ления допускает расстояние между микрозеркалами около 1 мкм, в 
результате чего около 90 % общей площади, занимаемой зеркала-
ми, активно участвует в управлении световым потоком. Малые 
размеры и масса микрозеркал обеспечивают время их  переключе-
ния из одного состояния в другое около 16 мкс. 

Короткое время переключения (примерно в 1000 раз меньше 
времени реакции человеческого глаза) позволяет решить проблему 
передачи оттенков серого цвета путем изменения соотношения 
промежутков времени, в течение которых микрозеркало находится 
в «темном»  или «светлом» состоянии. При этом изменяется общее 
количество световой энергии, посылаемой в глаз с данного микро-
зеркала за единицу времени, что воспринимается как изменение 
оттенка серого цвета. Теоретически таким путем возможно пере-
дать до 1000 оттенков. 

При передаче цветного изображения цифровой микрозеркаль-
ный прибор может работать в «однопиксельном» или «трехпик-
сельном» режимах. В первом режиме луч белого света от источни-
ка проходит через фильтр, пропускающий основные цвета 
(красный, зеленый, голубой) и попадает на микрозеркало. Во вто-
ром режиме работы три микрозеркала работают согласованно для  
отражения каждого из основных цветов и направляют на  проекци-
онную линзу  луч соответствующей окраски. В результате прибор 
можно передать до 16 млн вариантов цвета.  

При изготовлении цифровых микрозеркальных приборов раз-
работчикам фирмы Texas Instruments удалось объединить техноло-
гию поверхностной микромеханики для формирования на одном 
чипе около миллиона микрозеркал и КМОП технологию для изго-
товления управляющей электроники. Отдельные важные детали 
технологического процесса являются секретом фирмы, но общая 
схема процесса описана в литературе [32]. 

Изготовление прибора начиналось с формирования на пластине 
кремния электронной системы адресации на базе ячеек памяти с 
произвольной выборкой, для чего использовался стандартный 
0.8 мкм КМОП технологический процесс с двумя уровнями метал-
лизации. Последующее осаждение толстого слоя двуокиси кремния 
и химико-механическая полировка позволяли создать плоскую ди-
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электрическую поверхность, необходимую для технологических 
операций поверхностной микромеханики. 

На эту пленку с предварительно открытыми окнами для кон-
тактов с КМОП-электроникой напылялся третий слой алюминия, 
из которого с помощью литографии формировались управляющие 
и защитные электроды и необходимые межсоединения. Далее на-
носился первый жертвенный слой, например из фоторезиста, по 
которому проводилась литография для формирования необходимо-
го рельефа слоя (6.24, а). Для формирования торсионных подвесок, 
области крепления микрозеркала и самих микрозеркал использовал-
ся специальный сплав, который напылялся несколькими слоями. 

 

КМОП металл
3-й уровень

Жертвенный
слой 1 Окисел

Кремниевая подложки с КМОП цепями

Металл
подвески

Металл
крепления

Анкер

 
 

а б 
 

Окисел

Микрозеркало
Защитная маска
микрозеркала

Металл торсионной
подвески

Жертвенный
слой 2

 
 

в г 
 

Микрозеркало Крепление

микрозеркала

Торсионная
подвеска

Окисная маска

Металл
места

соединения

 
 

д е 

Рис. 6.24. Схема технологического процесса изготовления цифрового 
микрозеркального прибора 
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Ко всем элементам микромеханической системы предъявляют-
ся жесткие требования. Торсионные подвески должны обладать 
высокой надежностью работы, соединение микрозеркала и ниже-
следующего слоя металла должно быть прочным, а микрозеркало 
должно быть плоским и не изменять свою форму с течением вре-
мени. Сплав является секретом фирмы, известно лишь, что основ-
ную его часть составляет алюминий с небольшими добавками дру-
гих элементов, например Ti и Si. Последовательность этапов 
технологического процесса приведена на рис. 6.24, б–г. В качестве 
второго жертвенного слоя может применяться фоторезист, на кото-
ром напылением формируется микрозеркало (рис. 6.24, д). 

Удаление жертвенных слоев и освобождение микрозеркал 
(рис. 6.24, е) проводились в кислородной плазме на заключитель-
ном этапе технологического процесса, когда кремниевая пластина 
уже была разделена на отдельные чипы. Затем микрозеркало про-
ходило процедуру пассивации – покрывалось тонким диэлектриче-
ским слоем вещества, препятствующего возникновению эффекта 
«прилипания».  

На рис. 6.25  приведена схема устройства одного микрозеркала 
[32]. Наиболее серьезной проблемой для таких систем является 
поверхностное загрязнение, с которым приходится бороться в ос-
новном конструктивными методами. 
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Рис. 6.25. Схема устройства микрозеркала 
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Благодаря малой массе микрозеркал прибор обладает высокой 
перегрузочной способностью. Сообщается [32], что он может вы-
держивать удары до 1500g, а среднее время на отказ доведено до 

510 ч .  Высокая надежность микрозеркальных систем является од-

ной из причин их коммерческого успеха. 

6.6. МИКРОМЕХАНИЧЕСКИЕ АКСЕЛЕРОМЕТРЫ 

В настоящее время третье место в общем объеме производства 
микромеханических устройств занимают акселерометры. Микро-
механические акселерометры (МА) в первую очередь используют-
ся в различного рода навигационных системах, системах контроля 
и управления динамикой движения, а также в системах безопасно-
сти движения. Разработкой и исследованием МА занимаются более 
50 ведущих фирм в США, Японии, Германии, Канаде, Швейцарии, 
Великобритании, Израиле, Мексике, Швеции, Финляндии и России 
[33]. 

При проектировании МА необходимо обеспечить высокую 
чувствительность, большой  динамический  диапазон,  широкую 
полосу рабочих частот, высокую перегрузочную способность, а 
также низкую чувствительность к паразитным воздействиям. Ос-
новные характеристики, принципы проектирования и эксплуатации 
акселерометров рассмотрены в работах [34–46]. 

В соответствии с типом применяемого преобразователя (в за-
висимости от используемого физического явления) МА подразде-
ляют на: пьезорезистивные, емкостные, резонансные, термоэлект-
рические, оптические, пьезо-МОП, пьезоэлектрические и туннельные 
[47–52]. 

Схематическое изображение типичных конструкций чувстви-
тельных элементов МА представлено на рис. 6.26. Подвижные сис-
темы МА содержат основание (опорное кольцо), к которому с  
помощью упругих подвесов крепится инерционная масса. Уско-
ренное движение основания вызывает смещение инерционной мас-
сы и деформацию упругих подвесов, что используют для получе-
ния полезного сигнала. Все приведенные конструкции пригодны 
для создания датчиков линейных ускорений (линейных акселеро-
метров), а вариант  в может быть также использован при создании 
датчиков угловых ускорений (угловых акселерометров). В этом 
случае упругий подвес будет работать на  кручение. 
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Рис. 6.26. Основные конструкции чувствительных  
элементов микромеханических акселерометров 

 
В инженерных расчетах подвижную систему линейного аксе-

лерометра с осевым чувствительным элементом обычно представ-
ляют в виде колебательной системы с одной степенью свободы, 
включающей инерционную массу m, упругий подвес и демпфер, 
которые характеризуются жесткостью k и коэффициентом вязкого 
трения (абсолютным коэффициентом демпфирования)  

(рис. 6.27). При этом уравнение движения инерционной массы при 
воздействии вынуждающей силы ( )F t  принимает вид 

 ( ) ( )mz z kz F t ma t  ,  (6.6.1) 

где z смещение инерционной массы относительно положения 

равновесия; a t действующее ускорение. 
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Механическая жесткость четырех 
балок упругого подвеса для вариантов 
«г» и «е» определяется выражением 

  
3

48EI
k

l
,            (6.6.2) 

где E модуль упругости материала 

балки, 31 12I bh  момент инерции 

балки в виде прямоугольного паралле-
лепипеда, ,   иl b  h соответственно 

длина, ширина и толщина балки. 
Используя (6.6.1), легко получить передаточную функцию 

 
2 2 2 1

z p K
H p

a p T p dTp
,  (6.6.3) 

а также амплитудную и фазовую частотные характеристики систе-
мы 

 
2 22 2

0 0

1

0
1 2

H j
A

H
d

,   (6.6.4) 

 
0

2

0

2
atctg

1

d
,     (6.6.5) 

где 2
01K чувствительность (коэффициент усиления), 

0 k m  собственная круговая частота колебаний массы m  на 

пружине жесткостью k , 1
0T  постоянная времени системы, 

2d km коэффициент демпфирования (степень успокоения). 

Приведенные выражения показывают, что [35]: 
 увеличение полосы пропускания приводит к уменьшению 

влияния датчика на измеряемую величину, так как 0  увеличива-

ется с уменьшением инерционной массы и увеличением жесткости 
упругого элемента, что способствует миниатюризации датчика; 

 чувствительность, равная 2
01 в полосе пропускания, 

уменьшается с увеличением собственной частоты; 

z

k d

Корпус

m

 
 

Рис. 6.27. Расчетная схема 
акселерометра 
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 увеличение демпфирования, уменьшающее или устраняющее 
резонанс, позволяет расширить диапазон рабочих частот. Однако 
часто демпфирование удается увеличить только за счет одновре-
менного увеличения массы датчика, т.е. увеличения его влияния на 
измеряемую величину. 

Типичные частотные характеристики МА, рассчитанные с ис-
пользованием (6.6.4) и (6.6.5), приведены на рис. 6.28. В области 
низких частот особенности данных характеристик определяются 
конструкцией и типом применяемого преобразователя (пьезорези-
стивный, пьезоэлектрический, емкостной и т.п.), а в области высо-
ких частот – параметрами подвижной системы чувствительного 
элемента. Резонансная частота 

 2
0 1 2n d ,   (6.6.6) 

а величина относительного выброса переходной характеристики 
(коэффициент выбегания) 

 
2

2
exp

1

πd

d
.   (6.6.7) 

Известно [34], что если рассматриваемая система должна одно-
временно  иметь  и высокое быстродействие и примерно постоянную 
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nn

5
3
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Рис. 6.28. Амплитудная и фазовая частотные характе-
ристики акселерометра: n – резонансная частота,  – 
постоянная времени, определяемая конструкцией 
                                   преобразователя 
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чувствительность  в  широком  диапазоне частот, следует выбирать 
d  в интервале от 0.6 до 0.7. Оптимальная степень демпфирования 
обеспечивается погружением упругого элемента датчика в среду с 
требуемыми вязкостными характеристиками и выбором конструк-
тивных параметров полости с демпфирующей жидкостью или га-
зом [43, 54]. При этом жидкостные демпферы позволяют получать 
значительно большие значения коэффициента демпфирования, чем 
газовые. Существенным недостатком жидкостных демпферов яв-
ляется зависимость вязкости жидкости и коэффициента демпфиро-
вания от температуры. Наиболее часто в жидкостных демпферах 
используются кремнийорганические жидкости, отличающиеся дос-
таточно пологой зависимостью вязкости от температуры. Однако и 

в этом случае при повышении температуры от 20 до 100 С коэф-
фициент демпфирования может уменьшаться более чем в два раза 
[46, 54]. 

При построении акселерометров широко используются методы 
прямого и уравновешивающего преобразования. В последнем слу-
чае МА называют компенсационными. Технические характеристи-
ки МА, выпускаемых отечественными и зарубежными фирмами, 
приведены в табл. 6.2 [55]. 

Результаты исследований, проведенных в процессе разработки 
микромеханических акселерометров, показали [55], что при созда-
нии МА в первую очередь необходимо обратить внимание на ре-
шение следующих проблем:  

 исключение эффекта прилипания; 
 уменьшение остаточных напряжений в кремниевых деталях, 

возникающих в процессе их изготовления; 
 уменьшение контактных деформаций, возникающих при 

сборке чувствительных элементов и установке их в корпус. 
Эффект прилипания подвижной пластины к одной из непод-

вижных проявляется, во-первых, на этапе изготовления при ис-
пользовании жидкостного травления для получения малых зазоров 
и, во-вторых, в процессе эксплуатации (у емкостных акселеромет-
ров и МА с электростатическим уравновешиванием) при включе-
нии напряжения питания или после воздействия ускорения, пре-
вышающего диапазон измерений. Эффективным способом борьбы 
с эффектом прилипания является уменьшение площади прилипа-
ния путем создания микровыступов и микроребер.  

В свою очередь контактные напряжения и деформации оказы-
ваются основными факторами, определяющими нестабильность 
метрологических характеристик МА. Контактные напряжения воз-
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никают в местах крепления опорных элементов и стыков упругих 
перемычек и опорных элементов. Идеальным решением проблемы 
ослабления влияния контактных деформаций можно считать проч-
ное соединение деталей в трех точках, лежащих в одной плоскости. 
При этом площадь контактов будет бесконечно мала. На практике 
влияние контактных напряжений снижают, создавая в опорном 
элементе специальные выемки, уменьшающие не только площадь 
контакта, но и передачу напряжений на упругие подвесы.  

 
Т а б л и ц а  6.2 

Параметр 
Тип акселерометра 

АЛЕ 049 АЛЕ 050 АТ 1105 MSA 100 XMMAS 

Диапазон изме-
рений, м/c2 5.6... 1400  5.6... 100  5... 1000  500  400... 5000  

Частотный диа-
пазон измерений, 
Гц 

0…32, 0…64, 

0…128, 
0…256, 
0…512, 
0…1024 

0…8, 0…16, 

0…32, 0…64, 

0…128 

Полоса про-
пускания по 
уровню 3дБ 
от 0…100 до 

0…2000 

0…500 Полоса про-
пускания по 

уровню 3дБ от 
0…400 до 

0…700 

Выходное на-
пряжение, В 0…6 

(0…6), 

(0 3)  
( 5)  ( 10)  ( 1.6)  

Нелинейность 
функции преоб-
разования, % 

0.1 0.1 0.5 … 1.5 0.1 0.5 

Коэффициенты 
влияния темпе-
ратуры на:  
смещение нуля, 
мВ/K  
чувствитель-
ность, %/K 

3…1 
 

0.01 

3…1 
 

0.01 

1…2 
 

– 

0.1 
 

0.01 

3…4 
 

0.1 

Напряжение 
питания, В 

(15 0.5)  23…34 10.8…13.2 (13...18)  ( 5)  

Ток потребления, 
мА 20 

< 10 от каж-
дого источ-

ника 
20 25 5 

Температура 
окружающей 
среды, С 

–60 … +85 –60 … +85 –50 … +60 50  –40 … +85 

Габаритные 
размеры, мм 

35 29 15.5 35 35 22 29.5 28.5 16 33.5 15 – 

Метод  
преобразования 

Прямой, 
уравновеши-

вающий 

Уравновеши-
вающий Прямой 

Уравнове-
шивающий 

Прямой 

Фирма- 
изготовитель 

НИИФИ НИИФИ Темп-Авиа Endevco Motorola 
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В целом же интенсивные исследования вопросов создания МА, 
проводимые в настоящее время, позволяют предположить [33], что 
к 2008 году чувствительность МА возрастет примерно в 2.5 раза, а 

минимальный уровень шума станет менее 100 мкГ/ Гц . 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Микроэлектронная технология позволяет создавать сенсоры с 
хорошими метрологическими характеристиками и низкой стоимо-
стью, причем последняя имеет четко выраженную тенденцию к 
снижению. Высокое качество кремния и других материалов, при-
меняемых в микроэлектронной технологии, обеспечивает произ-
водство сенсоров давления с погрешностью измерений 0.02 %. 

С другой стороны, низкая стоимость сенсоров определяется 
прежде всего большим числом кристаллов, которые можно полу-
чить с одной пластины. Если кремниевая пластина имеет диаметр 
100 мм, а размер кристалла сенсора давления 1  1 мм, то с одной 
пластины можно получить около 6000 кристаллов. Обычно техно-
логические операции производятся не с одной пластиной, а с пар-
тией, содержащей 25 пластин. В результате после окончания тех-
нологического цикла производства из партии пластин можно 
получить до 15 000 кристаллов. Стоимость сенсоров будет опреде-
ляться индивидуальной сборкой, настройкой, испытаниями и мет-
рологической аттестацией. При массовом производстве стоимость 
сенсоров составляет от одного до нескольких долларов. 

По этим причинам сенсоры на основе микроэлектронной тех-
нологии широко применяются в технике и научных исследованиях. 
Общий объем продаж датчиков в мире в 1995 году составил 6 млрд 
долларов, и из них не менее 25 % приходятся на долю сенсоров, 
производимых по микроэлектронным технологиям. По оценкам 
экспертов объем продаж всевозможных микроэлектронных сенсо-
ров достигнет 10 млрд долларов к 2005 году. 

В настоящее время из общего объема производства сенсоров 
40  % приходятся на долю сенсоров давления, 25 % — температу-
ры, 13 % — ускорения, 9 % — потоков газа и жидкости, 5 % — си-
лы. Наибольшие темпы роста применения микроэлектронных сен-
соров наблюдаются в автомобильной промышленности и 
робототехнике. Средний годовой темп прироста объема производ-
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ства датчиков составляет 6 %, хотя для отдельных секторов произ-
водства он достигает 20 %, как, например, для сенсоров перемеще-
ния и интеллектуальных сенсоров. Столь значительные темпы рос-
та связаны с большой практической значимостью их применения. 
Так, широкое использование сенсоров давления для контроля сго-
рания топлива в автомобилях привело к существенному сокраще-
нию объемов расхода горючего на 100 км пробега: в 1974 году рас-
ход составлял 20 л на 100 км, а в 1994 году – 8.5 л на 100 км. 

Широкие возможности микроэлектронных технологий дали 
мощный импульс развитию микроэлектромеханических систем – 
нового класса приборов, интенсивно развивающихся в последнее 
десятилетие. В микроэлектромеханических системах на одной 
кремниевой пластине формируется несколько сенсоров различных 
физических и химических величин вместе с электроникой, обраба-
тывающей и преобразующей сигналы с сенсоров. Долгое время 
велись споры относительно целесообразности объединения на од-
ной подложке сенсоров и обрабатывающей электроники. Теперь 
эти споры затихли, поскольку новое направление – микросистем-
ная техника – заявила о себе рядом интересных технических разра-
боток. 
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